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112. 

CALCUL INTÉGRAL. — Sur ks intégrales multiples. 

C. R., t. XI, p. 1008 (21 décembre i8{o). 

Parmi les méthodes qui peuvent être employées à la détermination 
des intégrales simples ou multiples» l'une des plus fécondes est celle 
que j'ai appliquée à la détermination et à la transformation des inté- 
grales simples dans la première Partie d'un Mémoire présenté à l'Insti- 
tut le 2 janvier 181 5. Cette méthode consiste à remplacer, dans une 
intégrale donnée, relative à certaines variables x^ y, z, ..,, un facteur 
de la fonction sous le signe / par une intégrale définie, choisie de ma- 
niëre qu'après ce remplacement les intégrations relatives aux variables 
x, j, s, ... puissent être facilement effectuées. On doit surtout remar- 
quer le cas où l'un des facteurs de la fonction sous le signe / est une 
puissance négative d'une autre fonction. Souvent alors, pour rendre 
exécutables les intégrations relatives à ^r, j', 5, ..., il suffit de rem- 
placer les puissances négatives dont il s'agit par une intégrale eulé- 
rienne de première espèce. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
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Considérons une intégrale multiple s de la forme 

(i) 8=1 1 I I "—^dxdydz,,,, 

P, Q étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables x, j, 
z, ... et 5 une constante positive, ou même une constante imaginaire 
dont la partie réelle soit positive. Désignons d'ailleurs par r(5), avec 
M. Legendre, l'intégrale eulérienne de première espèce 

Si la fonction Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours positive 
entre les limites des intégrations relatives aux variables x, y, z, .. ., 
on aura 

Q'-r(5)j^ ' ^'' 

et, par suite, 

(2) '^"^ rr~) f f f'" f ^'"*P^~^'- •^•^^/^^••^^• 

Concevons maintenant que, P, et Q/ étant des fonctions de la seule va- 
riable X, P,, et Q,, des fonctions de la seule variable j, P,,, et Q^,^ des fonc- 
tions de la seule variable z, . . . , on ait 

|3) P = P,P,P^... et Q = Q^-+-Q^-+-Q^4-.... 

Alors, en posant, pour abréger, 

U = fp^e-^' dx, V = Tp.e-tt-' dy, W^ fv^e-^"' dz, 

on tirera de la formule (2) 



(4) 






Donc alors, si l'on peut obtenir en termes finis les valeurs de U, V, 
W, ... considérés comme fonctions de /, la détermination de Tinté- 
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grale multiple s se trouvera réduite à la détermination de l'intégrale 
simple 

Si Ton supposait la fonction Q liée aux fonctions 

V/» v#> Vif» • • • f 
non plus par la seconde des équations (3), mais par la suivante 

alors, au lieu de la formule (/|), on obtiendrait celle-ci 
Première application, — Supposons 

P z= x^yz". . .e^'e^re^-. . . et Q =i i -h aa -f- 6/ -4- y w 

l^m^n^ ... désignant des nombres entiers, et a, 6, c, . . ., a, ê, y, . . . 
des constantes réelles ou imaginaires; en sorte qu'on ait 

^ JJJ (i-h«x-hê/-+-yw-H...)' 

Supposons d'ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives aux 
variables a?, j, 5, . , . effectuées par rapport à a*, à partir d'une certaine 
origine x = i; par rapport à v, à partir de l'origine r = Y); par rap- 
port à 5, à partir de l'origine s = ?^, Enfin, concevons que, dans le 

second membre de la formule (7), la fonction 

I 4- xj; -+- 6/ H- y-5 -f- . . . 

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple, 
si, les deux limites de chaque intégration étant des quantités positives, 
chacune des constantes a, 6, y, ... acquiert, ou une valeur positive, ou 
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une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera 

f e(«-««*dlr = Di^ -■ » 

ç " a — fit 

et, par suite, 



(8) « = j^^DiDi"D;...y" 



a — oLt b — ^t 



...l'-^e-'dC, 



On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable, que la fonc- 
tions de a;, y, z, ..., représentée, en vertu de la formule (7), par une 
intégrale multiple, peut être réduite à une intégrale définie simple re- 
lative à une nouvelle variable/, quelles que soient d'ailleurs les va- 
leurs attribuées aux premières variables o?,/, :;,... ou à leurs origines 
If v), î^, . . ., pourvu que la somme 

OU du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des inté- 
grations. 

Si, en attribuant aux constantes a, 6, c, ... des valeurs négatives ou 
du moins des valeurs dont la partie réelle fût négative, on supposait 
chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites o, 
oc , on trouverait 

u = Di r%<-«')'rfx = Di -1— = -Ç'-:^ 

J, "^oLt^a (a/ — a)'-^* 

et, par suite, 

r{/-+-i)r(/?i4-i)r(/i-hi)... r* t'-'e-^dt 






6)"»-^»(y/— O""^*— 



Enfin, si dans les formules (7) et (9) on remplace /, m, n, ... par 
/ — I , m — I , /i — r , . . . , et a, i, r, . . . par — a, — 6, — c, . . . , elles 
donneront 

i I I I • ri rz — dxdydz.., 

r{l)T(m)T(n)... r' t*'^e-^dt 



1 (a-^ccty 



rU) ± {a-^aiy{b-h^iy'*(c-hycy... 



EXTRAIT N» 112. 9 

Cette dernière formule subsistera toujours, d'après ce qu'on vient do 
dire, quand, /, //z, /i, ... étant des nombres entiers, a, 6, e, .. ., a, 6, 
y, . . . désigneront des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce nVst pas tout : 
on verra dans un instant que la formule (lo) peut être étendue à dos 
cas où les exposants /, m, /?, ... ne représentent plus des nombres en- 
tiers. 

Deuxième application. — Supposons, dans l'équation (i), 

/, m, n, ... désignant des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d'ail- 
leurs pour limites des intégrations relatives à chacune des variables a-, 
V, j, . . . les deux quantités 

O, X , 

en sorte que l'on ait 

(il) >>=/ / / •• ;; — dxdydz 

On trouvera 

et, par suite, on tirera de la formule (G) 

r.,^ ,_ r(/)r(//or(/i)... r' t^e^^dt, 

Donc la formule (lo) subsistera certainement, pour des valeurs réelles 
ou imaginaires des constantes 

toutes les fois que ces constantes ou leurs parties réelles seront posi- 
tives. 

Corollaire L — Si, dans la formule (lo), on réduit les variables or, v, 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. ^ 
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z, ... à une seule, et si Ton pose, de plus, a = i , on trouvera 






Donc, en écrivant rau lieu de /, et x au lieu de t, on aura 

Cette dernière formule, qui devient identique, dans le cas où l'on 
prend s = r, est précisément Tune de celles auxquelles j'étais pai^venu 
par la méthode ci-dessus exposée dans le Mémoire du 2 janvier 181 5. 
On pourrait de cette formule en déduire plusieurs autres dignes de 
remarque, en différentiant les deux membres une ou plusieurs fois de 
suite par rapport à r. Les nouvelles intégrales, comprises dans les for- 
mules ainsi obtenues, seraient les dérivées relatives à rdes intégrales 
comprises dans la formule ( 1 3 ) ; et, pour passer des unes aux autres, i I 
suffirait de multiplier une ou plusieurs fois de suite la fonction sous 
le signe / par l(^) ou par — I(i-f-aj7), la lettre caractéristique 1 
indiquant un logarithme népérien. 

La formule (i3), et celles que Ton en déduira par des différentia- 
tions relatives à r, subsisteront certainement toutes les fois que les 
constantes r, s offriront des valeurs positives, ou des valeurs imagi- 
naires dont les parties réelles seront positives. 

Corollaire IL — Si, dans la formule (10), on réduit à zéro les con- 
stantes a, b, c,.. ,, elle donnera 

('4) \ 

r(/)r(m)r(/i)...r(,ç — /— m — /« — ...) i 



Cette dernière équation subsistera certainement lorsque 

5, *, niy Hf • • • , cCf o, y, ... 

seront, ou des constantes positives, ou des constantes imaginaires dont 
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la partie réelle sera positive, et que la partie positive de la constante .v 
surpassera la partie positive de chacune des constantes A m^ w, . . . Si, 
pour fixer les idées, on prend 



on trouvera 



a==€=iy=:...=:l, 



^/— 1 y/n--l -« — I 



1 / / I • " z — -^ -r dx dy dz 

_T{^)V{ nl)V(n) ,,.T{s —^—m — n — ..^ 

~~ï\s) 

L^équation (i5) est Tune de celles auxquelles est arrivé M. Binet dans 
son Mémoire sur les intégrales eulériennes. Cette même équation, de 
laquelle on déduit aisément la valeur de Tintégrale 



m 

•^0 «^0 •^o 



d.r dy dz. . . 



{i-^ w -hyV--h z' -i-, . .) 



ne diiïere pas au fond d'une formule que j'avais obtenue dans le temps 
de mes premières recherches sur les intégrales définies. Je la retrouve 
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque, 
mais aussi dans l'yu de ceux sur lesquels j'écrivais les Leçons que j'ai 
données au Collège de France. J'étais parvenu à transformer l'inté- 
grale multiple qu'elle renferme en un produit d'intégrales eulériennes 
de seconde espèce, c'est-à-dire de la forme 



f. 



.r'*- * d.r 



en remarquant, par exemple, qu'il suffit de poser successivement 

z— (i -{- J' -hy)iv et y =z {i -^ j:)y, 

pour établir l'équation 

, ^.- ,,- r* x'-\y'"-^z''-^ dxdydz 






,. .i m -Il > 
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et cette remarque m'avait fait d'abord espérer qu'on pourrait tirer de 
la formule (i5) des relations nouvelles entre les deux espèces d'inté- 
grales eulériennes. Mais cette espérance ne s'est pas réalisée. J'ai pu 
seulement, en partant de la formule (i5), arriver a des relations que 
l'on sait exister entre les intégrales eulériennes de première et de 
seconde espèce. Ainsi, en particulier, si l'on réduit les variables 
.r, V, :;,... à une seule, et si l'on remplace la lettre /par la lettre r, on 
reviendra de la formule (i5) à l'équation déjà connue 

r- a:"-'d^ _r(r)T{s-r) 

^'^ Jo (î + ^)'" r(/-) 

{voir\e résumé des Leçons données à l'École Polytechnique sur le Cal- 
cul infinitésimal, p. i3i). Dans le cas où l'on prend ^ = i, l'équa- 
tion (i6) se transforme, comme on le sait, en la formule 

r(/-)r(i-r)=: -r^^. 

siiiTrr 

que l'on peut encore écrire comme il suit : 

(i8) ■ r(i-hr>r(i-r) = -v^i^. 

suit:/* 

D'ailleurs ce que nous avons dit précédemment suffît pour prouver 
que Ton peut, dans les équations (17) et (ï8), attribuera r, non seule- 
ment des valeurs positives, mais encore des valeurs imaginaires dont 
les parties réelles soient positives. 
Si, dans l'équation (i8), on pose en particulier 

a désignant une quantité réelle, cette équation donnera 

(«9) \ f c-'cos(a\j:)drV-h\ C* e-'s\n{a\x) djcV=z ^/^^.^, ' 

Il est bon d'observer que, pour revenir de l'équation (i5) à l'équa- 
tion (r4), il suffirait de remplacer x par a^, y par 6y, s pary^, .... 
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J'ajouterai que des transformations semblables à celles qui nous onl 
conduit à Téquation (iG) fournissent, comme Ton sait, une formule do 
M. Dirichlet, analogue k Téquation (i 5), et d'autres formules du même 
genre, que divers géomètres onl obtenues en prenant pour point dv 
départ celle de M- Diricblet. 

Troisième application. — Supposons que, dans la formule ^i , on 
prenne 

a, 6, V, ... étant des constantes positives, et ç(.r), yjy), y^^), . . . des 
fonctions rationnelles, réelles ou imaginaires, mais tellement choisies 
que les produits 

•^?(j^)» yyAr)f -^(-)» •-• 

s'évanouissent pour des valeurs infinies de x, y, :?, .... Si, d'ailleurs, 
on suppose les intégrations efiectuées par rapport à chacune des va- 
riables X, y, 5, . . . entre les limites 



» , -hoo. 



la valeur de l'intégrale multiple s, déterminée parla formule (i), de- 
viendra 

Mais alors, en adoptant les notations du calcul des résidus, on trouvera 

*/_. , - - a 

Donc, si l'on nomme k le nombre des variables .r, y, z, ..., la for- 
mule (6) donnera 



f2Tv'— 0* 



30 » 



et, si dans l'équation (21) on effectue l'intégration relative k /, on tirera 
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de celte équation, jointe à la formule (20), 

/ r r r... — 9Mx(.v)'H--)--- ,,^,^,... 

— v2î:v — *j <L o •••? — ^ — - — " — r^-^~' 

• [i — (ax + c/-hy3 -h. . .)V — « i 



•00 



1/équation (22), comme toutes les équations imaginaires, se décom- 
posera généralement en deux autres, qui fourniront les valeurs réelles 
de deux intégrales multiples. Lorsque les fonctions 

9(^')i Z(v), ^(3), ... 

deviendront réelles, ainsi que l'exposant s, ces deux intégrales mul- 
tiples seront les deux suivantes : 

.» ,- /^' 9(^) x(.v) 'H-) ' ' • cos[^arc tang:(a.r H- 6. v -^ yz-\-,, ')] ^^^j^.^^^ 



et 



/'» < ^'•^ .'» ao 



/'" /" /'" . , y (-^) X(.>') ^( = )"- ^i" ['^ at'c tang(g.r h- 67 -h y ^ 4- ... ) ] ^^^ ^^^. ^_ 

Si Ton réduit les variables^-, v, :?,... à une seule, la formule (22) 
donnera simplement 

Lorsque la fonction ^{^r) et la quantité ^ seront réelles, l'équation (23) 
fournira en même temps les valeurs des deux intégrales 

/•* 9(^)cos(,çarclanga.r) . /"*9 (.r) sin(.y arclanggj^) , 

Si, pour fixer les idées, on prend 

^ i -h X* 
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l'i 



la formule (23) donnera 



(2.'.) 



r ' dr 

J-.(i-t-x«)?i— axv'^)' 



('+«)• 



puis on en conclura, si l'exposant .» est réel. 



(M) 



y:: 



rnsf-varr tanjra.r) 



(i-har*)(n-a'x«) 






du: = 



(i-+-a/ 



Au reste, on prouverait aisément que la formule (a/J) n'est pas altérer 
quand on y remplace le binôme i - a-ry — i par le binôme i-f-axy — i: 
et cette remarque entraine dans tous les cas Féquation (20). Cela posé, 
rien n'empêche d'attribuer à s dans la formule (25\ aussi bien que 
dans la formule (2/1), une valeur imaginaire dont la partie réelle soit 
positive, ou même nulle. 

Si, dans la formule (2)), on pose 

r étant une quantité réelle, on obtiendra deux nouvelles formules, 
savoir, 

et 
r* /• 1 (il- 

I J (e''«'»»»"f 4-^"'*"**"8*')sin - l(i -hx\r-) ^;:siMLrl(i -ha) |. 

Si l'on difTérentiait une ou plusieurs fois de suite les équations ( 2 ] ], 
(25), par rapport aux quantités a, s, on obtiendrait de nouvelles for- 
mules, par exemple la suivante : 



/: 



cos^varc lanjra.r) , , , ,^ , 27:l(i4-3e) 



(H-x»)(i-t-a'^») 



s 



u -^- ^y 



On pourrait encore déduire du principe général rappelé au commen- 
cement de cet article, les valeurs d'un grand nombre d'autres inté- 
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craies définies simples ou multiples. Parmi ces intégrales, on doit 
distinguer celles qui se trouvent déterminées dans le Mémoire déjà 
mentionné. 

Kn terminant cet article, nous ferons une observation qui n'est pas 
sans importance. Les formules auxquelles nous sommes parvenus 
subsisteront généralement, sous la condition que les valeurs des inté- 
j^rales qu'elles renferment demeurent finies et déterminées. Elles 
pourront se modifier, si cette condition n'est pas remplie. Mais, pour 
savoir ce qu'elles deviendront dans ce dernier cas, il suffira ordinaire- 
ment de recourir aux principes que j'ai établis dans mes divers Mé- 
moires sur la théorie des intégrales définies, par exemple, de réduire 
les intégrales définies qui deviendront indéterminées à leurs valeurs 
principales, et de remplacer les intégrales qui deviendront infinies par 
d'autres intégrales du genre de celles que, dans le Mémoire du 2 jan- 
vier 181 5, et dans les Exercices de Mathématiques, j'ai désignées sous 
le nom d'intégrales définies extraordinaires. ( Voir le Volume 1 des 
Exercices de Mathématiques, p. Sy.) 
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Mkcanique céleste. — Méthodes propres à simplifier le calcul des 
inégalités périodiques et séculaires des mouvements des planètes. 

G. R., t. Xn, p. 84 (11 janvier 184 1). 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires dépend, 
comme Ton sait, du développement d'une certaine fonction R, appe- 
lée la fonction perturbatrice. Déjà, dans les Mémoires publiés à Turin, 
en ! 83 1 et 1 83?-, ainsi que dans les Comptes rendus des séances de l'Aca- 
démie des Sciences [voir les n*^ 11 et 12 du second semestre de 1840) (* ), 
j'ai donné des formules qui permettent d'obtenir directement le coefli- 

( i) Œuvres de Cauc/ij', S. I, t. V. — Extraits n- 93, 9C, p. 288-3i 1. 



EXTRAIT N*» 113. 17 

cient (l'un terme quelconque correspondant à une inégalité donnée, 
dans le développement de la fonction R, en une série de sinus et de 
cosinus d'arcs qui varient proportionnellement au temps. Mais la con- 
vergence de cette série est assez lente; et comme, par suite, le nombre 
des termes que l'on devra conserver dans le développement de la fonc- 
tion perturbatrice R est très considérable, il importait de réduire la 
détermination numérique des coefficients de ces mêmes termes à la 
recherche des développements do R ou d'autres fonctions en séries dont 
la convergence fut plus rapide. Or, pour atteindre ce but, il suffit de 
développer d'abord la partie de R qui correspond à deux planètes en 
une série simple, ordonnée suivant les puissances négatives de la dis- 
tance qui séparerait ces deux planètes, si les plans de leurs orbites 
coïncidaient et si le mouvement elliptique de chacune d'elles se ré- 
duisait au mouvement circulaire; puis, de développer les coefficients 
des puissances négatives dont il s'agit en séries de sinus et do cosinus 
d'arcs proportionnels au temps. Après ces deux opérations, la fonc- 
tion R se trouvera représentée par une série multiple dont lo.s divers 
termes seront précisément de la forme qu'a indiquée M. Liouvilledans 
son beauMémoiredu ii juillet i836, en sorte qu'on pourra immédia- 
tement faire servir les fonctions elliptiques au calcul des perturbations 
planétaires. Ajoutons que de cette série multiple on passera facile- 
ment à celle qui représente le développement de R uniquement or- 
donné suivant dos sinus et cosinus d'arcs proportionnels au temps, 
attendu que le coefficient de chaque terme dans la seconde série so 
trouvera exprimé par une fonction linéaire des coefficients de divers 
termes de la première. On voit donc combien il était à désirer que l'on 
pût disposer les calculs qui doivent conduire à la première série, do 
manière à les rendre facilement exécutables. Cette condition se trou- 
vera effectivement remplie si l'on suit la marche que j'exposerai ci- 
après. 



QEui^rest/eC\^S.\, t. VI. 
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Analysk. 
§ 1. — Considé ratio fis générales. 

Soient 

m, nï les masses des deux planètes; 

r, r' leurs distances au centre du Soleil ; 

X leur distance mutuelle; 

55 l'angle sous lequel cette distance est vue du centre du Soleil. 

Dans \^ fonction perturbatrice R, relative à la planète w, la partie cor- 
respondante à la planète rn sera 

ni^r ^ ni' 

— TT- COSO y 

r' V 

en sorte que Ton aura 

(i) R ^ —— coso-f-. . . . . ., 

la valeur de ^ étant 

j 

('0 t = (/•*— 2rr' cosd -+- /•'*)*. 

Soient d'ailleurs, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par 
les planètes m, m\ 

p,p les longitudes de ces planètes; 

i, ^' leurs anomalies excentriques; 

7\ T leurs anomalies moyennes; 

a, a! les demi grands axes; 

£, £ les excentricités; 

rx, T3 les longitudes des périhélies; 

T, t' les instants des passages des planètes w, m' par ces périhélies. 

Enfin, M étant la masse du Soleil, posons 



/M-+-m\* , /M-4-m'\ 
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Les anomalies moyennes 7*, T seront liées au temps/ par les équations 
linéaires 

et, si Ton pose encore 

les équations du mouvement elliptique de chaque planète seront de la 
forme 

(3) /•:= a(i — ecos'l»), 

{^) cos(/> — nj) = ■ r, sm(/; — nj)i=: ^—ry 

I — ecos'} '^ I — ecos'l 

A étant une fonction implicite de T, déterminée par la formule 

Ajoutons que, si, en nommant 1 Tinclinaison mutuelle des plans des 
deux orbites, on prend 

iji=:cos'-> v=ism*-» 

on aura 

(6) cosô = [jicos(/>' — /* -t-D) -+- V cos (/>'+/? -f-<t), 

II, <t> désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. 

Cela posé, pour déterminer les diverses inégalités périodiques ou 
séculaires, produites dans le mouvement de la planète m par Faction 
de la planète m\ on devra développer, suivant les puissances entières 
des exponentielles trigonométriques 

les deux termes qui sont proportionnels a m dans le second membre 
de la formule (i), c'est-à-dire les deux expressions 

m'r ^ m' 

— TT COSO, > 

/• - V 
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ou, ce qui revient au même, les deux fonctions 



<7) 



/•coso 



- /,- et - 



D'ailleurs on tirera des équations (3) et (/| ) 



-cosip — m) =:cos'i> — £, -sin(p — rs) =x sin'l», 



el, par suite, 



(8) 



l _ ^.r/'-CT)v'-i — C0S']> — Ê + y. sin']/v'^— '»• 



puis on conclura des formules (G) et (8j 



/•/•' 



an 



', coso - - 



to) ' 



, r t,(lI-rT^n7')v/-i (cOS'y— £'-h 

'^' [H-e-("-'=^+^'H-'(cos'y— £' — 



x' sln-yy/— i) (cos'jf 
*/.' si n -y y/^ I ) ( cos 'j> 

ïd sin^v^ i)(cos'|i 



6 — xsin'J^y — ij 
£ -i- xsiu'ly' - I ; 

£ -h XvSin'j'V — I 
£ — xsin-^j^v -- ri 



Enfin, si, en apportant une légère modification aux notations ci-dessus 
admises, afin de simplifier l'équation (9), on représente par 

II 4- CT ~ Tît', <I> - - XS — TS' 

les deux constantes jusqu'ici représentées par n et *, les équations (Gj 
et (9) deviendront 

(10) coso =: ;jLCOS(/>'— Gj' — p -\- w -\- \\) -\- V cos(/>'— xs' -\- p — m -\- <I>) 
et 



— , coso 
aa 



(lO 





e"N/-» (cos'}' 
e-"v'^(cos'|' 



c'ïV-i (cos'j/' 



e-*v' '(cosy — 



e' -h yJ s 



£'-x's 



- £' -\- yJ S 



£'-x;s 



\ / 



\Vy\— J; (COS'I 
n'^v — ly (COS']^ 

xv^sj— l) (cos'>}^ 
n'^y'— 1) (cos'i/ 



£ — /C s 

£ -f- X. s 

£ -\- y. s 

£ — y. s 






- I 



- 1 , 



ni]>v- 
n'IV^ 



i ' 
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Or, eu égard aux formules (2), (3) et (i i), les quantités (7), dont la 
première est égale au rapport 

rr'coso 



^.'j 



poufront être immédiatement exprimées en fonction des anomalies 

excentriques 

•} el -y 

et développées en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles trigonomélriques 

ou bien encore en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriqnes 

I)*ailleurs, la recherche des développements de la seconde espèce 
pourra être réduite au calcul de termes contenus dans d'autres déve- 
loppements de la première espèce, en vertu des théorèmes que nous 
allons énoncer : 

TiiRORÈME I. — Soit » une /onction de la variable «^ liée à la variable T 
par r équation [ j ) et n une quantité entière positive ou négative ; le coe/Ji- 
ci 'nt \i„ de 

lans le déi'eloppement de » en série ordonnée suivant les puissances en- 
iéres de e'^^~\ sera en même temps le coefficient de 

dans le développement de l'un quelconque des deux produits 

n v^ — I 
en série ordonnée suivant les puissances entières de é^^ * . 
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Démonstration. — En effet, si Ton pose 

le signe 2 s'étendantà toutes les valeurs entières positives, nulles ou 
négatives de /i, on en conclura 



*- 



puis, en intégrant par parties. 



(i3) ««=— f — ^e"^v'-iD/.«^r. 

Si maintenant on a égard k la formule (5), les équations (12), (i3j de- 
viendront 

(I — ecos^)«e««"»+v^-»e-'4v'-»^'|, 

»„ = — r — ^e^s^î^ + v^-^D-L^e-'^v'-^M, 

et de ces dernières, comparées à la formule (12), on déduira immédia- 
tement le théorème I. 

Au reste, le théorème I qui se déduit aisément, comme on vient de 
le voir, des propriétés d'intégrales définies déjà employées par les géo- 
mètres dans les problèmes d'Astronomie, pourrait se déduire encore 
du théorème de Lagrange sur le développement en série des fonctions 
implicites. 

Corollaire /. — Si Ton pose en particulier /i = o, les équations (12) 
et (i^) donneront 

(i5) bo= — • I HdT=i' — I (i — ecoS']f)\sd]f, 

Otte dernière formule entraine évidemment la proposition suivante : 

Théorème II. — Le terme constant, c'est-à-dire indépendant de l'expo- 
nentielle e^^\ dans le développement de la fonction h en série ordonnée 
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suivant les puissances entières de cette exponentielle ^ sera aussi le tennr 
constant du développement de la fonction 

en série ordonnée suivant les puissances entières de é^^ * . 

Des théorèmes I et II on déduit encore immédiatement ceux que 
nous allons énoncer : 

Théorème III. — Soient » une fonction des variables i, i' liées aiw va- 
riables r, 7" par les deux équations 

et /î, n' deux quantités entières positives ou négatives. Ijc coefficient î#„ ,/ de 
V exponentielle trigonométrique 

dans le développement de la fonction « en série ordonnée suivant les puis- 
sances entières de 

sera en même temps le coefficient de 

dans le développement de l'une quelconque des quatre fonctions 

(i — 6 cos'l) (i — £' cos'y)»*e'»*""+ v^e"'''''»«'V>-', 

— ^— Tr(i — ecos|)e'»-""'^v^e'»'6'""'K\^ D.L.H, 

n' ^— I 

n\' — I 

p/i 5m^ ordonnée suivant les puissances entières de ^+v'~ ' , é^'^'^ 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théomnc 
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pn*cédent, le terme constant »o.o ^^'^ développement de la fonction «, en 
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 



e'ry-\ e'r^ \ 



sera aussi le terme constant du développement de la/onction 

»(i — ecos']>)(i — e'cos'y) 
en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 



La fonction 



e'Vv/-», e'Kv-». 



o w, ^, f » f ^ . r cosô 

§11. — Développement de la jonction — ;,^— 



/•coso 



r'* 



pouvant être présentée sous la forme 



rr' coso 
^75 



il résulte des formules (3) et (9) du § I, que Ton pourra immédia- 
tement développer cette fonction suivant les puissances entières de 
e'''^\ e^^^, si Ton sait développer de la même manière un quelconque 
des quatre produits compris dans la formule 



'h' — p' H- V QÎn»L 



/ , ... / V cos'"; — Ê'iîz y. sin'i/ 

ou, ce qui revient au même, si l'on sait développer, suivant les puis 
sauces entières de e^^~\ chacune des deux expressions 

, . , / — cos'J; e-h^sin-'^i/— » 

cos 7 — € -h X sin 'IfV— i, , 1-^-7^^ ' 

^ TV » (, __ geOS'l)'' 

desquelles on déduit immédiatement les deux suivantes 



C0S+ — e — xsm'i>V— I, ^-- — n^ ~~ 

^ ^^ (i — ecos'l)' 
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en changeant seulement le signe de y^— i. Or, si l'on pose d'abord 



(I) »== cos'^ — t ^- xsin^\'-- I, 

on trouvera . 

D^H = x cos'l 4- sio'lv/— i; 

et. en vertu du théorème I du § I, le coeflîcienl »^ det?^'*^"*, dans le 
développement de la fonction », se réduira au coefficient de e"+^ dans 
le développement du produit 

ou, ce qui revient au même, au terme indépendant de e*^~* dans le dé- 
veloppement de la fonction 

- (x cos^ -+- sin'^; v^^) e-^+v^e"»"»* V"^. 

Or, comme on a généralement 

. .1 /-T V (/i £ sin ^ J — I ) 
^J r.a...A 

le signe 2 s'étendant a toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de k^ si l'on désigne par 

le terme indépendant de e*^ dans le développement du produit 

OU, ce qui revient au même, le terme indépendant de x dans le déve- 
loppement du produit 

on aura 

Il y a plus : les quantités entières de la forme N/,;,^ sont évidemment 

(^Mvres de C, — S. I, t. VI. 4 



26 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, 

liées les unes aux autres par les équations 

(3) j 

et, si Ton désigne à l'aide de la notation 

(lu 
le coetficient de j? dans le développement du binôme 

(n-^V, 
c'est-k-dire, si l'on pose 

on aura 

Ar-w-Ht 



I*^aO«««A 



* — n-^1 



Ajoutons que, si Ton prend n = o, la valeur de n,, réduite à «o sera, en 
vertu du théorème II du § I, égale au terme qui reste indépendant de 
e'^>^~^ dans le développement du produit 

(l -— £C0S'ji)u :n (I — sCOS']^) (COS'J^ — £ -hxsiii'^y/— I ) 

de sorte qu'on aura 

((>) ^^——21. 

Posons maintenant 

Alors, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, le coefficient»,, 
de e"'^'~\ dans le développement de la fonction k, se réduira au coef- 



EXTRAIT N« 113. 27 

ficient de f'^V-' dans le développement du rapport 



(8) c os.^ .-^xsin| j^_. ^,..i,^^-.T 

(l — eCOS4^)' 

D'ailleurs, si Ton pose, pour abréger. 



1 — X e 






c* est-à-dire, en d'autres termes, si Ton désigne parx la tangente de la 
moitié de Tangle qui a pour sinus e, on trouvera 

cos| — £-h Asin|v^^=: — e+^(i — T.e'Vv^'ï)', 



2T, 



et, par suite 



(i — COS'i;)* e \ I / 



cos\ 

(i — cos'];) 



Donc l'expression (8) deviendra 



2]!le*v'-i (i — T, e'^yf^')"' e'^^'+v'-», 



et le coefficient n^ de c"^*^^, dans la fonction », se réduira au terme qui 
restera indépendant de e*v'"* dans le développement du produit 

(9) ^c-t«- t)'W'^(i — T,e+\'^)~'e''«""'W->, 

e 

de sorte que, en ayant égard à la formule 

(, _ T,e*vrî) * = 1 (h' -h i)t/« e'''W=^, 

on trouvera 

,,o) «,=^(A -H ,).>;;,_„,,.., -^.,-. (1)* ', 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de h et de k. 
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Si, dans la formule (lo), on réduit le nombre n à zéro, elle donnera 
simplement 

(il) «0=0, 

attendu que, pour /i = o, le produit (9), réduit à la forme 

e c 

ne renferme pas de terme indépendant de Texponentielle e^'*^^ 

§ III. — Sur le développement de la fonction -• 

En vertu de Téquation (2) du § I, on a 
(1) v*= /•'— 2/7'cosd-H r'*. 

D'autre part, si Ton réduit à zéro les excentricités s, e', ainsi que Tin- 
clinaison mutuelle I des orbites décrites par les planètes //i, m\ on 
tirera des formules (3), ('1), (5) du § I, 

et 

r'—a\ p'-m'^^y—T'\ 

et, comme on aura 

la formule (10) du même paragraphe donnera 

cos(î = cos(7"— r-hll), 

en sorte que l'équation (1) se trouvera réduite à 
Posons maintenant, pour abréger, 

la formule (2) deviendra 

v*=: 2aa' [X--cos(r'- Th-II)]; 



EXTRAIT N« 113. â9 

et si, dans le cas où chacune des quantités 

diffère de zéro, on pose 

(4) v*=:2aa'[X — cos(7"- T h 11) -+-«]. 

la quantité » restera généralement très petite en même temps que 
£, i\ I. Alors aussi aoa'» représentera'la différence entre les deux va- 
leurs de t^ que fournissent les équations (i) et (2\ en sorte que l'on 
aura 

siaa'» := /•'— a--}- r'— a'*— 2rr' rosi -f- 'laa'cosi T'— 7' t- II). 

et, par suite, 

(o) «=--(- -I ) H ( -- --I jcosi M*os(r— T ^H). 

2 a \a* / a a \a * ) a a 

D'autre part, en posant, pour abréger, 

(6) A = [). - cos( r - r-h n)]* * , 

on tirera de la formule (4) 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1. Or il suit de Téquation (7) qu'il deviendra facile de développer - 
en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

des que l'on aura développé séparément en séries de cette espèce les 
deux fonctions 



b» et A. 



En effet, supposons d'un côté 

(8) A = 2A«e»5''-''+"'»~, 
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et d'un autre côté 

(9) «'=:lC„.e'--^^«'^V^, 

le signe 1 s'étendant à toutes les valeurs entières de /i, ou de n et n'; 
on aura généralement 

(10) A«, = A„, 

et il est clair que, dans le développement du produit 

h»d;a, 

le coefficient de 
sera 

( C,„. D^Vo+ h:,,„..,d1 A, en^+ «^,.....,D;. A, e'IW-^. . . 

('0 \ 

Donc ce coefficient pourra être considéré comme une fonction linéaire 
des quantités de la forme 

h"' 

multipliées chacune par un facteur de la forme 

Il est même important d'observer que les diverses valeurs de 

**/i-f-*,n-A 

représenteront les coefficients des diverses puissances de e*^~^'*^* dans 
une seule partie du développement de »' en série ordonnée suivant les 
puissances entières des deux exponentielles 

savoir, dans la partie de ce développement qui sera proportionnelle à 
l'exponentielle _ 
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Cette remarque très simple permet d'obtenir la somme (i i) à Taide du 
théorème que nous allons énoncer. 

Théorème. — Posons 

et plus généralement 

(i3) «'^IniV^»-'», 

v« et ni,' désignant des /onctions de la seule exponentielle 
Quand on voudra obtenir le coefficient de 



& 



mT-*-m'T'i^- I 



dans le développement du produit »* DxA , U suffira de chercher le coeffi- 
cient de r exponentielle 



^i'\T'' T)^ I 



dans le développement du produit 

Observons encore que du développement de la fonction h on dé- 
duira aisément, par des multiplications successives, les développe- 
ments de »*, »', ...» »'. Donc, des diverses valeurs de »,,, supposées 
connues, on pourra aisément déduire les diverses valeurs de v;^^ 

En vertu de ce qu'on vient de dire, pour réduire la recherche du 

développement de - à celle du développement de m^ il suflit de con- 

• "^ 

naître les valeurs numériques des facteurs de la forme 

d! a. 

M. Le Verrier a donc exécuté un travail fort utile pour rAstrononiie 
en construisant des Tables qui fournissent avec exactitude ces valeurs 
numériques. Il est d'ailleurs généralement très avantageux de substi- 
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tuer au développement de la fonction - celui de la fonction v, attendu 

que des deux séries multiples, produites par ces développements, la 
première converge très lentement, tandis que la convergence de la 
seconde est pour l'ordinaire très rapide. En raison de cette dernière 
circonstance, on pourrait employer avec succès, pour développer n et 
»* en séries, ou les formules d'interpolation connues, qui reposent sur 
les propriétés des racines de l'unité, et que j'ai précédemment appli- 
quées à des problèmes de Mécanique céleste dans mon Mémoire de 
i832, ou la nouvelle formule d'interpolation que j'ai donnée en i835, 
ou bien encore celle que M. Le Verrier a présentée récemment à l'Aca- 
démie. Au reste, on pourra aussi développer facilement en série la 
fonction », en partant de la formule (5), et ayant recours aux théo- 
rèmes établis dans le premier paragraphe. Déjà nous avons ainsi obtenu 
le développement de la fonction 

duquel on déduira immédiatement ceux des fonctions 

par conséquent celui de la fonction 

^ ^' > 
— 7COS0, 

a a 

déterminée par la formule (1 1) du § II. Or, en effaçant dans le dernier 
développement la portion équivalente a cos(7" — 7-4-11), et changeant 
le signe du reste, on obtiendra la partie du développement de » qui re- 
présente le binôme 

rr' 

; COSd H- COS ( T' — r-l- H). 

Pour être en état de calculer l'autre partie, ou le développement de la 
somme 

2 a' Va» V"^2a\5^ V' 
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il suffîra de savoir développer l'expression 






en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de é^'^\ Or 
il résulte immédiatement du théorème I du § I que le coefficient de 

dans cette série, sera le terme indépendant de €^^'\ dans le dévelop- 
pement du produit 

nsJ-\ ^WJ 

Donc, puisque Ton a 

I)^( -j ) = '^4^('— £cos4')'=2£(i — £C0S'j/)sin4', 

le coefficient dont il s*agit sera, pour /i > o. 

Ajoutons que le terme correspondant à n = o, c'est-à-dire le terme in- 
dépendant de e^'^\ dans le développement de la différence 






sera, en vertu du théorème II (§ I), équivalent au terme indépendant 
de e*v^""* dans le développement du produit 

(l — £ COS'D' — (l — £ COSVp) 



par conséquent à la quantité 



'£" 



Lorsqu'on se propose en particulier de trouver le terme indépendant 
de e^^^^^ dans le développement de la fonction -> ou, ce qui revient au 

OEuvre» de C. — S. 1. I. VI. 5 
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même, le terme indépendant de e*^* dans le développement du rap- 
port 

I — £ COS'i» 



il est avantageux de remplacer les équations (4) et (5) par les deux 
suivantes 

v*= 2aa'[}. — cos('y-^']f -h II) 4- «], 
H— ^^(_— iH /-_i ;C0S0-hC0S('| — '^4-11), 

dont la seconde fournit une valeur de k qui renferme seulement les pre- 
mières et les secondes puissances des exponentielles 

Alors aussi Ton peut appliquer à la recherche des coefficients renfermés 
dans le développement de - une nouvelle méthode d'interpolation fon- 
dée sur les propriétés des racines de certaines équations réciproques. 
C'est au reste ce que je montrerai plus en détail dans un autre article. 



114. 

Mécanique céleste. — Sur les variations séculaires des éléments 
elliptiques, dans le mouvement des planètes, 

C. R., t. Xlï, p. îSg (ss5 janvier 1841). 

Soient 

m, ni' les masses de deux planètes; 

/\ /•' les distances de ces planètes au centre du Soleil ; 

X leur distance mutuelle; 

^ l'angle sous lequel la distance est vue du centre du Soleil. 
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Soient encore, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par 
les planètes m, m\ 

p, // les longitudes de ces planètes; 

y, y' leurs anomalies excentriques: 

T, 7" leurs anomalies moyennes; 

ri, a les demi-grands axes; 

2, i les excentricités; 

rr, ct' les longitudes des périhélies. 

Si Ton nomme R la fonction perturbatrice relative à la planète m\ 
on aura 

, , -^ m'/Toso m' 

( I ) H — r^ h . . . . . . , 

la valeur de t- étant 

(2) t' ==/•* — 1/7*' roso -t- /'*. 

Cela posé, concevons que Ton se propose de calculer les variations 
séculaires des éléments elliptiques de la planète m, dues à l'action de 
la planète m\ Pour y parvenir, il faudra, dans les équations différen- 
tielles qui déterminent ces variations, substituer à la fonction R le pre- 
mier terme du développement de 

_ — 

en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen- 
tielles 

rVst-à-dire le terme de la série qui sera indépendant de ces exponen- 
tielles. On n'aura point à s'occuper du développement de 

//iVroso 



/•'- 



puisque le premier terme de cet autre développement serait nul 
(p. 27-28); et comme on a d'ailleurs 



//i , I 

— - = — «t X - > 
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« 

la question se réduira simplement à la recherche du premier terme 
de la série qui représente le développement du rapport 

t 
suivant les puissances entières des exponentielles 

Donc, en vertu d'un théorème précédemment établi (p. 22-24), la ques- 
tion pourra encore se réduire à la recherche du premier terme de la 
série qui représentera le développement du produit 

-(1 — ecos'l») (i — e'cos^J;') 

V 

suivant les puissances entières des exponentielles 

En nommant I l'inclinaison mutuelle des orbites des planètes m, m\ 

et prenant 

,1 . ,1 

uL=icos'-) vrirsm'-) 
^ 1 2 

on a, comme nous l'avons remarqué (p. 20), 

(3) COSO = |JLC0S(/y — 5J' — /?-i-CJ4-n)-|-VC0S(/?'— ro'-h/? — CT-h <l>), 

n, * désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. D'autre part, si, en raison de la petitesse des excentri- 
cités et des inclinaisons, on pose, dans une première approximation, 

on verra, par suite, la formule (3) se réduire à 

COSÔ z:^ COS(4''— 4* "+" n), 

et l'équation (2) à la suivante 

y} = iaa!\\ — cos(^^'— ^ -h II)], 
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la valeur de >. étant 

2 \ a a J 

Donc, en posant, pour abréger, 

A = [X — cos{'y - tf; -h n)]\ 

on aura, dans une première approximation, 

V 

Si, au contraire, on veut calculer avec exactitude la valeur du rapport 
-> on pourra supposer 

t' = 2 «a' [ i — cos ( '1' — ^ -h n ) -h «] , 

et l'on trouvera, par suite, 

i = (2aa')"*[>-cos('y— |-+-n)4-H]"s 

V 

OU, ce qui revient au même, 

(5) i=(,««.)-i2_^DiA, 

le signe 2 s*étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1. Alors h sera généralement une quantité très petite, déterminée 
par la formule 

et, comme on aura 

1 V H* 

(7) -(i — ecos4')(i — £'cos4^')=: > r(i— 6cos4')(i •— fi'cos^j/') l)> A, 

V ^^^ I • 2 . • « 1 

la recherche du premier terme du développement du produit 

-(i — ecos^) (i — g'cos^''), 

V 
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en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen- 
tielles 

se trouvera évidemment ramenée à la recherche du premier terme du 
développement du produit 

(S) V-^—\ (» - ^ cos^l) (I - b' cos-y ) D'^A, 

en une semblable série. Cette dernière question est celle dont nous 
allons maintenant nous occuper. 
La quantité 

A=:[}.-cos('y-'}-i-n)]% 

qui dépend de la différence J/'— }, peut être présentée sous la forme 

(9) \ — l\ne"^y -KHiv^, 

le signe 1 s'étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives 
de /i, et le coefficient A,, désignant une fonction déterminée de /«, 1, qui 
satisfait à la condition 

(10) A_„ — A«. 

Supposons maintenant que, le produit 

; j (l — £C0S'^) (l — g' COS'y) 

étant développé suivant les puissances entières des exponentielles 

on nomme 

. = f('|-y) 

la partie du développement qui dépendra uniquement de l'angle 
y — 'i ou ^ — 4''. ï-^ terme constant de la série double, qui représen- 
tera le développement du produit (8) suivant les puissances entières 
des mêmes exponentielles, sera encore évidemment le terme constant 
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(le la série simple qui représentera le développement du produit 

suivant les puissances entières de la seule exponentielle 

D'ailleurs, si, après avoir développé la fonction 

M ou h' 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponenlielles 

on désigne, dans le développement, par 

H„e"'W~» ou par HJ'e"'{'» ' 

la somme des termes où ces puissances oifriront des degrés dont Tad- 
dition reproduira le nombre /i, alors, des formules 

et 

(12) M'=:i«"V'*î'v''», 

jointes a Téquation identique 

(I — c COS'^) ( I — £' COS'}' ) 






i: e "V-^'V s « 



\1 2 / 4 



on tirera 
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et plus généralement 

«:[n-'-^cos('y-4')] 

* \a a / ' 4 

D'autre part, comme, en posant 

X = (!-£')% X'=(l-E'«)i 

I 

on aura dans la formule (6) (l'oirlos pages 19 et 20) 



r . r' 



(i5) -=I — ECOS'l, — , =11 — £ COsd^', 

^ a ^ a' *^ 



(16) 



i /•/•' ^ I r e^N/-! (cos^L'— £'+z'sind''v^^)(cosd» — £ — xsinJ^v^ Ol 

\ ^, COSO :=: - |JL I _ 1 

\ cta 'A ^^ e-IW-» (cosf — t'-yj s.\n^'\f^i) (cos^; - £ -t- x sini]>v/^)J 

I r <?*>/-» (cos^''— £'-!- •/sin^'V-" (cos4' — £-+- scsin^'V'— i)l 
^. |_-he-*v'-»(cos'y — £'— x'sin^'V" 0(^08^1» — £ — y, sin^v^^)J 

la formule (i i) pourra être réduite à 

les valeurs de 

étant déterminées par des équations de la forme 

(•9) j »o —«0,0 +«1,-1 c<+-+'v'^-H«-,,,e"t''-'î" v'"', 

et «.,.„; représentant généralement, dans le développement fini de b 
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fonction v, le coeflicicnt de Texponentielle 

Or de cette définition de tf;,^„', jointe aux formules (G), (i .*)) et (i6), il 
résulte immédiatement que, si Ton pose, pour abréger, 

I X=^ jjieosII-H vcos4>, cP — /yLcosH — vcos4>, 
(20) \ 

l i«l>=: — /xsinll— vsin*, C -^|jl sinll — v sin4^, 

on aura 



(21) 






«0 



(22) 



.0-7 - £'-»- -£'- -l", 



(23) 



(-4) 






H- 1,-1 ~— 7[«t — cDxx'-h (i»î>x'+ £x)v^ - I I, 

l »-i,i = - 7 ["l -+- ÛOxx'- (ili»x'- Cx) v^— I — ue^W « ), 
f H,,-,=i- 7r-l.-ht0xx'4-(i&x'-Cx)v/^— «e ÎW^J. 



Les valeurs des coefficients 



8_J. «„1, 8g, tt|, H 



2> 



ou les diverses valeurs de »«, étant déterminées par les formules qui 
précèdent, on tirera aisément les diverses valeurs de 



u(f) u(3' u^k) 

®/t » ^n f **« » • • • 



de l'équation ( 1 7 ), en élevant successivement les deux membres à la se- 

QKwret de C\ — S. 1, t. VI. 
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conde, à la troisième, à la quatrième puissance — On trouvera, par 
exemple, 



-«1*L— -«;4-«,H_, -h »«U 






2 'yî 



1 .,,__ 



1 fs)_ » î 

2 ' 2 * 



' .(5)-_ ' • ' - « 



• i 



-^ • «5 O 2 2 



Knfin, les diverses valeurs de »„'* étant ainsi obtenues, puis substituées 
dans le second membre de Téquation (i4)» îl deviendra facile de trou- 
ver la partie du produit 



jdIa 



<|ui représentera le premier terme du développement de ce produit sui- 
vant les puissances entières de Texponentielle 

et Ton pourra employer utilement dans cette recherche les formules 
connues d'interpolation, ou, ce qui revient au même, celles que nous 
indiquerons tout à Theure. 

Concevons, pour fixer les idées, que, les excentricités e, e' et l'incli- 
naison I étant considérées comme des quantités très petites du premier 
ordre, on veuille négliger dans le développement de R les termes d'un 
ordre supérieur au quatrième. Comme on trouverait, en négligeant les 
termes de second ordre, 

V — o, fjt=ii, /i^i, 'a' = i, «.l'=:(£)=:cosII, £i = — ub =^ sinll 
et, par suite, 
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il est clair que les quatre coefficients 

seront du second ordre, aussi bien que les coefficients 

Donc, par suite, en vertu des formules (19), 

seront du second ordre, tandis que 

8.-1, Ui 

seront du premier ordre avec les coefficients »_i,of »i,i,. »o,-m ^o,i- ^^^'I» 
posé, faisons, pour plus de commodité, 

les valeurs de p et de ; étant 

Les deux fonctions p, ç seront, la première une quantité du premier 
ordre, la seconde une quantité du second ordre; et les valeurs de ces 
deux fonctions se réduiront à 

p^=z / .Ve' ^,£ j cos'j» -f- Cxe'sin'} 

Ç — - ( -7£*C0S*'|H- — g'^COS'-y ) — A ££'-+- COS('|'— '} -h II) 

— (^V cos'l cos'l' -h iil>x'sin'|' cos^ 4- C X siu^} cos'l' 4- (Dxx' siii'l sin -y). 

D*ailleurs, en négligeant les quantités d'un ordre supérieur au qua- 
trième, on tirera successivement de Téquation (25) 

«»=p'4-3p=ç, 
»^— p*; 
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et, par suite, eu égard aux formules (i3) et (26), on trouvera, pour 

' = '• , 

(28) ' _l[a,(s-H£Vl'-4'')v^) + «_,(c-i-e'efl''-'î')v'^)] 






4- !i (w,e(t-+')>/-« -h«-sef'^''-+)v^); 



pollr 1 = 2, 



I f" £'' 



-h «jH-2 



(^'9) - - [(«o«i + H-,»2)(£4- î'«f+-'!''H'-0-+- («o»-i 4- «!«-,)(£ 4- £'e^'î''--'^'V-> )] 



2 



1 [HÎe«*-*'H'-*-4-«!,ef'!''-'V)v^J; 
4 



pour 1 = 3, 



(3o) ' "^ 

•4 

pour 1 = /|/ 

(3l) -J^y^jH» 

4 



Des équations (28), (29), (3o), (3i), jointes aux formules (18) et (19), 
il résulte que, dans le cas où Ton néglige les quantités d'un ordre 
supérieur au quatrième, u se réduit à une fonction entière de Texpo- 
nentiellc 

et même à une fonction entière qui renferme seulement les puissances 
de cette exponentielle, dont les degrés sont représentés par les cinq 
quantités , 

— 2, — I, O, 1, ?.. 

On aura donc alors 
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v-5, 'J-M 'Jo» 'Jf* ^a désignant des coefficients constants; et, en vertu de 
l'équation (32) jointe à la formule (9), le terme constant do la série 
qui représente le développement du produit 

. d! A, 

suivant les puissances entières dee^*' *^>^, sera 

D'autre part, si Ton pose, pour plus de commodité, 
on tirera successivement de la formule (32) 

par conséquent 

j ......K-T + ..e-J' v'-.-:= f(i)-f(->-f-::), 

(34) 

puis, en remplaçant, dans la dernière des formules (3/|), y par y H- -» 
on trouvera 

et, par suite, 

f (1) + f (I + :r) + f(| + J ) + f ('•! -I- ~) 
(35) ', * 

f (.}) + f ( i + -) - f (1 + ^ ) - n-i + ~ ) 

I 
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Donc, on remplaçant »} par n et tenant compte de l'équation identique 



■(* - t) = '(* 



fl^^ — ]:^{[^^^ ,, 



on trouvera définitivement 



'j, 



f(n) + f(n + n) 4- f(ii + f ) + f(n - f) 



'À 



f(n) -h f(n 4- TT) - {(n -^-\- ffii - - ) 



4 



et l'expression (33), ou le terme constant de la série qui représente le 
développement du produit 



. d! \ 



suivant les puissances entières de e?(4^- W-«, sera égal à 

l i f(n) DUA,+ 2 a, + A,) -h 7 f(n + t:) DUA„- aA, + A,) 
(36) ! ' 

En terminant cet article nous ferons observer que, dans les for- 
mules (28), (29), (3o), (3i), on pourrait exprimer les coefficients 

a l'aide des valeurs diverses des fonctions p et c. En effet, si Ton dé 
signe par 



Pa, Sa 



ce que deviennent les fonctions 



p, ç, 
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quand on y remplace simultanément 

'I et ^' 

par 

^J; -h a el «y -h a, 

on aura identiquement 

et, par des raisonnements semblables à ceux qui ont fourni les équa- 
tions (3'|), (3>), on tirera de la première des formules (26) 



H, e'W » 


po- 


1 

'4 


condo 




^0 "+~ •»« 










•îo "»U 




H, C 


l'Vv/ri J 



Po -H p« V — » 

H , e 



*V •-: ' 



i ^î — *Î!F ) ^ — ' 



I 



•90 — Ç« ■+■ I «îic Ç»ic\ V — * 



I 



De ces dernières formules, jointesaux équations (28), (2()\ 1 3o), (îi), 
on conclura, pour I = 1 , 



f('^ - 'V) = 5 (;-o+ «^) [i -^ 'I cos('y- ••.)] 



- rpo(ecos'} H-c'cos'y) — p^(esin'^ h- e'sin'y ) 






puis, en posant 






ce qui réduira 

pO> Pw ^0» ^îT» *1T« -SSIT 
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à des fonctions de ^, on trouvera simplement, pour 1 = i , 



f(2'^) — -(50-+-$iiç 






?)(' 



te' 



.1 



CCS 2 9 



') 



(3:) 



— -[(£ + £') PoCOS'^ — ( 






£')p^sin'f 



pour 1—2, 



(38) 



(M) ^ J \i?l -^ Pi) (• + ~ cos2^) ^ /p; - pî>j^ 

— 7[Po(£ 4-£')C0S'| — pu{e — £') sin'l"! /ço-H5îc) 

— grpo(Ê-h£')cOSij^4-p2c(£-r£') sin^l /ço — «ir ) 

H- g[po(e — £') sin^ — p5(£-f-£')coS'|"j/s2ç— Çjit); 



pour 1 — 3, 



f('^^)^^('PÎ-^pij(^'uH-b3:) 



(39). 



I 
76 

I 



iïPj — PU ) /'^o— «71 j H- -îpoPn / ^25 - «ir\l 



6 (^» "^ ^^ ) P' ^^ "^ ^'^ ^^^''^ — Pir (e - «' ) sin^l ; 



pour 1 = /|, 



(«o) 



^('^'^^^(■Pj + P^y- 
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115. 

Rapport sur une Note de M. Paulet (de Genève), relative à un théorème 
• dont le théorème de Fermât ne serait quun cas particulier. 

G. R., t. XIJ, p. lii (25 janvier i84i). 

L'Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui 
rendre compte d'une Note présentée par M. Paulet (de Genève), et re- 
lative à un théorème qu'il n'a pas démontré. Nous nous serions bornés 
probablement à inviter l'auteur à retirer sa Note, si le théorème dont 
il s'agit ne se trouvait inséré textuellement dans le Compte rendu de la 
séance du 1 1 janvier, où il est énoncé dans les termes suivants : 

Hors du second degrés il n existe aucune puissance qui puisse se par- 
tager dans la somme d'un nombre quelconque de puissances du même 
degré, mais différentes entre elles. 

Pour montrer aux personnes qui auraient lu cet énoncé qu'elles ne 
doivent pas s'arrêter à chercher Ja démonstration du nouveau théorème, 
il nous suffira de leur dire qu'il est inexact, et de le prouver par un 
exemple. EiTectivement, la somme des cubes de 3, 'i et 5 est égale au 
cube de G, puisqu'on a 

2 l6 == ?- -h 6-1 -i- l 'A'"}, 



UG. 

Arithmétiql'E. — Rapport sur une méthode abrégée de multiplication, 

présentée à l'Académie par M. Thoyer. 

G. R., t. Xn, p. 'i\'à (r*^ février i8'|i). 

I/Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Sturm et moi, de lui 
rendre compte d'un Mémoire, dans lequel M. Thoyer, employé a la 
Banque de France, expose une méthode abrégée de multiplication, 

QFMvres de C, — S. I, l. VI. -- 
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propre à fournir la somme des produits que Ton peut former avec les 
termes correspondants de deux suites composées, Tune de nombres 
quelconques, l'autre de nombres entiers inférieurs à loo. 

Avant d'examiner cette méthode, il ne sera pas inutile de dire en 
peu de mots comment M. Thoyer a été conduit à l'imaginer. On sait 
que la Banque de France escompte les effets jusqu'à trois mois de date, 
au taux de [\ pour loo par an, ou plus exactement de ^^ par jour. De 
plus, chaque effet présenté à la Banque se trouve accompagné d'un 
bordereau qui contient, entre autres indications, celle de l'escompte 
que la Banque doit retenir. Ainsi, pour me servir de l'expression 
reçue, c'est Xç^ présentateur (\\x\ calcule lui-même la perte qu'il aura a 
subir. Mais on sent combien il est nécessaire que la Banque puisse 
vérifier à la fin de chaque journée si la somme des escomptes calculés 
par les présentateurs est bien celle qui lui est due pour Vescomptage 
des effets admis. C'est pour obtenir une telle vérification que le contrô- 
leur de la Banque a prescrit la formation journalière d'un Tableau com- 
posé de trois colonnes, dont la première renferme, dans chaque ligne 
horizontale, la somme des effets escomptés à une même échéance, 
tandis que la seconde colonne offre le nombre des jours produisant 
intérêt, et la troisième les produits des nombres correspondants que 
contiennent les deux premières colonnes. La somme de ces produits, 
divisée par 9000, donne évidemment pour quotient la sonime des 
escomptes acquis à la Banque dans le jour que l'on considère. Or, 
comme l'échéance ne peut être reculée au delà de trois mois, le nombre 
des jours produisant intérêt ne s'élève jamais, même eu égard aux 
jours fériés, au delà de 98 ou 9^. La question se réduit donc à trouver 
une somme des produits formés avec des multiplicandes quelconques, 
mais avec des multiplicateurs entiers, dont le plus grand est inférieur 
ou tout au plus égal à 9/4. 

Pour résoudre facilement cette question, M. IHioyer écrit les multi- 
plicandes dans une Table à double entrée, analogue à la Table de 
Pythagore. Seulement les chiffres 

o, I, 2, 3, 4» 5, 6, 7, 8, 9, 
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placés au-dessus ou en avant de la première colonne verticale ou hori- 
zontale, au lieu de représenter les deux facteurs d'un produit, repré- 
sentent d'une part les unités et d'autre part les dizaines des multi- 
plicateurs. Or, comme le produit d'un nombre quelconque par un 
multiplicateur donné est la somme des produits du même nombre par 
les diverses parties de ce multiplicateur, on peut affirmer que la 
somme totale cherchée devra résulter de l'addition des nombres que 
l'on obtiendra quand on multipliera, par l'un des multiplicateurs 

o, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne verticale, ou, par l'un des multi* 
plicateurs 

o, lo, 20, 3o, 4o, 5o, (k), 70, 80, 90, 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne horizontale. Donc aux multipli- 
candes donnés, dont le nombre peut s'élever à 93 ou 94» la Table 
imaginée par M. Thoyer substitue 20 .autres multiplicandes dont les 
10 derniers, décuplés, pourront être immédiatement ajoutés aux 10 pre- 
miers. Alors on n'aura plus à considérer, avec M. Thoyer, que 10 mul- 
tiplicandes artificiels, qui devront seulement être multipliés par l'un 
des multiplicateurs 

o, I, a, 3, 4, 5, G, 7, 8, 9. 

On pourrait k la rigueur se dispenser de calculer les multiplicandes 
correspondants au multiplicateur zéro. Mais le calcul de ceux-ci, bien 
loin d'être inutile, fournit au contraire une preuve très sûre de l'exac- 
titude des différentes sommes écrites au bas ou à la suite de chaque 
colonne verticale ou horizontale, puisque, évidemment, les sommes de 
l'une ou de l'autre espèce, ajoutées séparément les unes aux autres, 
doivent reproduire un seul et même nombre. C'est ce qu'a fort bien 
remarqué M. Thoyer, et les seuls perfectionnements dont son Tableau 
nous paraisse encore susceptible consisteraient : i®k écrire les divers 
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chiffres de chacun des multiplicandes donnés sur des lignes horizon- 
tales distinctes, afin que Taddition des multiplicandes compris dans 
une même colonne horizontale puisse s'effectuer aussi aisément que 
Taddition des multiplicandes compris dans une même colonne verti- 
cale; 2® à écrire pareillement sur diverses lignes horizontales les divers 
chiffres de chaque somme et de chacun des dix multiplicandes artifi- 
ciels, afin de pouvoir reconnaître plus facilement si la somme de ces 
derniers est égale, comme elle doit Tètre, à la somme faite du nombre 
dont nous parlions tout à l'heure et de ce même nombre décuplé. 

Quant à la somme des produits formés avec neuf des multiplicandes 
artificiels et les multiplicateurs 

I, 2, 3, 4» ^» 6, 7, 8, 9, 

M. Thoyer l'a calculée en se servant de la méthode ordinaire de multi- 
plication; mais on peut substituer avec avantage à l'emploi de cette 
méthode la construction d'un second Tableau, dans lequel la même 
somme se déduirait simplement de l'addition. En effet, pour obtenir 
la somme dont il s'agit, il suffira d'ajouter le dernier des multiplicandes 
artificiels à l'avant-dernier, la somme partielle des deux derniers au 
précédent, etc., de continuer ainsi jusqu'au moment où l'on aura 
trouvé la somme partielle des neuf multiplicandes correspondants aux 

multiplicateurs 

1, 2, 3, 4, •>, 6, 7, 8, 9; 

puis de réunir toutes les sommes partielles obtenues^Ën effectuant la 
même opération sur les multiplicandes artificiels, pris dans un ordre 
inverse, on obtiendra facilement la preuve de l'opération que jious 
venons d'indiquer, et l'on pourra encore, par une seule addition, s'as- 
surer qu'il n'y a pas d'erreurs dans le calcul de la ^~;; partie de la 
somme totale à laquelle on sera parvenu. 

Dans un supplément à son Mémoire, M. Thoyer observe avec raison 
que sa méthode abrégée peut être étendue, avec de légères modifica- 
tions, au cas où l'on emploie des multiplicateurs entiers supérieurs à 
99, mais inférieurs h 1000, de manière à devenir applicable aux calculs 
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qu'exigent les opérations des diverses banques, des maisons de 
banque, des caisses d'épargne et des autres établissements financiers'. 
En des cas semblables, il pourrait être avantageux de former, dans trois 
Tableaux séparés, les sommes des multiplicandes correspondants à 
des chiffres donnés qui représenteraient des unités, ou des dizaines, 
ou des centaines des nombres entiers pris pour multiplicateurs. 

Quant à ce qui concerne la Banque de France en particulier, on ne 
peut douter que la méthode imaginée et mise en pratique par M. Thoyer 
n'offre de grands avantages, et ne rende plus sûre et plus prompte la 
vérification des escomptes des effets admis chaque jour, en réduisant 
à une demi-heure environ le travail d'une demi-journée. La sûreté et la 
promptitude dont il s'agit pourront encore être augmentées a l'aide 
des perfectionnements que nous avons indiqués, surtout si la Banque 
fait lithographier des modèles de Tableaux semblables à ceux que nous 
avons construits et qui seront joints à ce Rapport. 

En résumé, nous pensons que la méthode imaginée par M. Thoyer, 
pour simplifier le calcul des escomptes acquis journellement à la Banque 
de France, et rendre plus certain le résultat de ce calcul, atteindra 
parfaitement le but que l'auteur s'est proposé, et que cette méthode 
mérite l'approbation de l'Académie. 



117. 

Arithmétique. — Addition au Rapport sur une méthode de calcul présentée 
à l'Académie par M. Thoyer, employé h la Banque de France. 

C. R., t. XII, p. 9|i ('i.\ mai 1841). 

En rendant compte d'un Mémoire présenté à l'Académie par 
M. Thoyer, nous avons dit que, pour réduire à l'addition le calcul des 
intérêts produits par divers capitaux, en des temps divers, par exemple 
le calcul des escomptes journellement acquis à la Banque de France 
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sur des sommes prêtées par elle et dont le remboursement doit avoir 
lieu à diverses échéances, il suffisait de construire deux Tableaux dont 
les modèles seraient joints à notre Rapport. (Ces Tableaux n'ont pu 
paraître dans le Compte rendu de la séance oii avait été lu le Rap- 
port ( * ) : nous allons les donner ici, p. 60.) Pour les bien comprendre, 
on devra se rappeler que chaque jour la Banque de France prête à 
diverses personnes et au taux de 4 pour 1 00 par an, ou plus exactement 
de -^^ par jour, différentes sommes dont chacune doit être remboursée 
au plus tard uu bout de trois mois. Donc, pour calculer les escomptes 
journellement acquis à la Banque de France, il suffirait de multiplier 
le montant des capitaux qui doivent être remboursés a une même 
échéance par le nombre de jours qui doivent s'écouler jusqu'à l'époque 
du remboursement; puis, d'ajouter les produits ainsi obtenus, et cor- 
respondants aux diverses échéances; et enfin de diviser par 9000 la 
somme totale de ces produits. Mais, quelque simples que soient les 
opérations que nous venons d'énoncer, elles peuvent être remplacées 
par d'autres plus simples encore, que les deux Tableaux permettent 
(l'effectuer très facilement. En effet, chaque capital étant prêté par la 
Banque pour trois mois au plus, le nombre des jours qui produiront 
intérêt se trouvera constamment exprimé par un ou deux chiffres. La 
question sera donc de calculer la somme des produits formés avec des 
multiplicandes quelconques qui représenteront les divers capitaux rem- 
boursables à des échéances diverses, et avec des multiplicateurs dont 
chacun sera un nombre composé généralement de deux chiffres, savoir, 
de dizaines et d'unités, le chiffre des dizaines pouvant quelquefois se 
réduire a zéro. Or, dans le premier Tableau, qui ressemble à une Table 
de multiplication, et qui a été imaginé par M. Thoyer, chacun des 
multiplicandes donnés occupe une case comprise à la fois dans deux 
colonnes, l'une horizontale, l'autre verticale, en avant ou au-dessus de 
laquelle on lit le chiffre des dizaines ou le chiffre des unités du multi- 
plicateur. Ainsi, en particulier, le multiplicande 79^5 1, compris dans 

\^^ } iïEiivres de Cttuchy S. I, t. VI. — Extrait n* 116, p. 49 et suiv. 
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la colonne horizontale qui précède le chiffre 5, et dans la colonne ver- 
ticale que surmonte le chiffre 2, représente un capital de 79351^'^ prêté 
par la Banque pour 52 jours, c'est-à-dire : i** pour 2 jours; 2° pour 
5 dizaines de jours. Pareillement, chacun des multiplicandes renfermés 
dans la colonne verticale que surmonte le chiffre 2 représentera un 
capital prêté : 1® pour 2 jours; 2** pour une ou plusieurs dizaines de 
jours. Au contraire, chacun des multiplicandes renfermés dans la 
colonne horizontale que précède le chiffre 5 représentera un capital 
prêté : i** pour un certain nombre de jours inférieur à 10, et par con- 
séquent exprimé par un seul chiffre; 2"* pour > dizaines de jours. Cela 
posé, concevons que Ton ajoute entre eux les multiplicandes renfermés 
dans une même colonne verticale ou horizontale. La somme partielle 
ainsi obtenue, par exemple, la somme 2'jc)\S3\ placée au bas de la 
colonne verticale que surmonte le chiffre 2, ou la somme 918 639 pla- 
cée à la suite de la colonne horizontale que précède le chiffre /ï, repré- 
sentera, dans le premier cas, un capital prêté pour 2 jours, dans le 
second cas un capital prêté pour 5 dizaines de jours. Donc les vingt 
sommes partielles, placées au bas ou à la suite des dix colonnes verti- 
cales ou horizontales, représenteront, les dix premières, des capitaux 
prêtés pour un nombre de jours inférieur à lo, par conséquent pour 
un nombre de jours exprimé par l'un des chiffres 

o, I, 2, 3, '1, 5, 6, 7, 8, 9, 

et les dix dernières des capitaux prêtés pour un nombre de dizaines de 
jours qui sera encore exprimé par l'un de ces mêmes chiffres. Mais 
l'intérêt que produit un capital prêté pour une seule dizaine de jours 
est aussi l'intérêt que produirait un capital dix fois plus grand, prêté 
pour un seul jour. Donc, dans les opérations qu'exige le calcul des 
intérêts, on pourra remplacer le capital prêté pour 5 dizaines de jours 
par un capital dix fois plus considérable prêté pour 5 jours seulement. 
On pourra donc faire abstraction de la somme partielle 918 :>59, et gé- 
néralement de toutes les sommes partielles placées a la suite des 
colonnes horizontales, pourvu que l'on ajoute chacune de ces sommes. 
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après l'avoir décuplée, à la sommt partielle placée au bas de la colonne 
verticale de même rang. Cette nouvelle addition produira dix multi- 
plicandes artificiels qui, dans le premier Tableau, se trouvent écrits au 
bas'des colonnes verticales correspondantes aux chiffres 

o, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

et qui peuvent être censés représenter des capitaux dont chacun serait 
prêté pour un nombre de jours exprimé par l'un de ces mêmes chiffres. 
Il y a plus : la construction du premier Tableau a précisément pour 
objet de remplacer un grand nombre de multiplicandes, dont chacun 

m 

correspond à un multiplicateur de deux chiffres, par dix multipli- 
candes artificiels, dont chacun correspond à un multiplicateur d'un 
seul chiffre. 

Avant de passer à l'explication du second Tableau, nous avons à 
faire une remarque qui n'est pas sans importance. On pourrait se dis- 
penser, a la rigueur, de calculer le multiplicande artificiel correspon- 
dant au multiplicateur zéro; puisqu'il est bien évident qu'aucun intérêt 
n'est exigible, quand le nombre de jours, pour lesquels le capital est 
prêté, se réduit à zéro. Toutefois il est utile de conserver, dans le pre- 
mier Tableau, le multiplicande dont il s'agit, ainsi que les sommes 
partielles des capitaux renfermés dans les colonnes verticale et hori- 
zontale que le chiffre zéro surmonte ou précède. En effet, il est clair 
que la somme totale des multiplicandes donnés peut également résulter, 
soit de l'addition des sommes partielles placées au bas des colonnes 
verticales, soit de l'addition des sommes partielles placées a la suite 
des colonnes horizontales. Or cette seule observation fournit un moyen 
très simple de vérifier, d'un seul coup, l'exactitude des sommes par- 
tielles de l'une et de l'autre espèce, dans le cas où on les a toutes cal- 
culées. Ce n'est pas tout : après avoir trouvé la somme totale des 
multiplicandes donnés, il suffira évidemment d'ajouter à elle-même 
cette somme décuplée, pour obtenir la somme totale des multiplicandes 
artificiels. Cette dernière somme, qui termine le premier Tableau, 
sert donc à constater l'exactitude des multiplicandes artificiels, dans 
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le cas où on les a tous calculés, y compris celui qui répond au multi- 
plicateur zéro. 

Apres avoir construit le Tableau que nous venons d'expliquer et 
calculé de cette manière, à Taide de quelques additions, les dix mul- 
tiplicandes artificiels, M. Thoyer, laissant de côté le premier d'entre 
eux, multipliait chacun des neuf autres par le multiplicateur corres- 
pondant, puis cherchait la somme des neuf produits ainsi obtenus. 
Nous lui avons indiqué un moyen de réduire encore ces dernières opé- 
rations à de simples additions. Ce moyen, dont il fait maintenant usage, 
consiste à construire le second Tableau, qui offre dans son milieu une 
ligne horizontale où se trouvent écrits les neuf multiplicandes artifi- 
ciels correspondants aux multiplicateurs 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Une ligne horizontale, immédiatement inférieure et terminée par une 
case vide, renferme aussi, dans son avant-dernière case, le dernier 
multiplicande artificiel. On ajoute celui-ci k l'avant-dernier multipli- 
cande, placé immédiatement au-dessus; on reporte dans la case précé- 
dente la somme obtenue que l'on ajoute elle-même au multiplicande 
situé alors au-dessus d'elle, et l'on continue de la même manière, 
jusqu'à ce que l'on obtienne une dernière somme dans laquelle entrent 
évidemment les neuf multiplicandes artificiels. Les huit sommes, for- 
mées comme on vient de le dire, et successivement déduites des autres, 
occupent, vers le bas du second Tableau, les huit premières cases 
d'une colonne horizontale. Nous les avons nommées sommes successives 
des multiplicandes artificiels, attendu qu'elles peuvent être considé- 
rées comme résultant de l'addition des deux derniers multiplicandes 
artificiels, puis des trois derniers, puis des quatre derniers, ..., puis 
enfin, comme on l'a déjà dit, des neuf multiplicandes correspondants 
aux multiplicateurs 

1, 3, 3, 4» 5» 6, 7, 8, 9. 
La neuvième case de la colonne horizontale dont nous venons de parler 

Œuvrrt de C. — S. I, t. Vf. 8 
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doit être naturellement occupée par le dernier multiplicande artificiel, 
qui se trouve seul écrit au-dessus de cette case dans les deux lignes 
horizontales immédiatement supérieures à cette colonne; et, en ajou- 
tant ce multiplicande aux huit sommes qui le précèdent dans la même 
colonne, on obtient une somme totale qui renferme une seule fois le 
premier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois le second, trois 
fois le troisième, ..., enfin neuf fois le neuvième. Cette somme totale, 
que Ton trouve écrite à la suite de la colonne, est donc précisément 
celle qu'il s'agissait de calculer, savoir la somme des neuf produits 
formés avec les neuf multiplicandes artificiels et les multiplicateurs 
correspondants. 

Après avoir exécuté, dans la partie inférieure du second Tableau, 
les opérations que nous venons d'indiquer, on a, dans la partie supé- 
rieure, exécuté en sens inverse des opérations du même genre, de 
manière à obtenir la somme totale qui renferme une seule fois le der- 
nier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois l'avant-dernier, ..., 
enfin neuf fois le premier. Celle-ci, ajoutée à la somme totale que l'on 
avait d'abord obtenue, reproduit, dans la partie supérieure du second 
Tableau, la somme des neuf multiplicandes artificiels décuplée; enfin, 
en ajoutant à cette dernière somme le produit par lo du multiplicande 
artificiel que l'on avait omis à dessein, et qui correspond au multipli- 
cateur zéro, on doit retrouver la somme totale des multiplicandes arti- 
ficiels décuplée. Ainsi le nombre qui termine supérieurement le second 
Tableau doit être dix fois plus considérable que le nombre qui termine 
inférieurement le premier Tableau, et un zéro placé à la suite de ce 
dernier nombre doit le transformer en l'autre. Cette dernière condi- 
tion, supposée remplie, est une preuve de l'exactitude de toutes les 
opérations exécutées et du nombre qu'elles ont fourni comme propre 
ji représenter la somme des produits formés avec les neuf multipli- 
candes artificiels. 

Les trois derniers nombres, par lesquels se termine inférieurement 
le second Tableau, sont : i" la somme des produits formés avec les 
multiplicandes artificiels, calculée et vérifiée comme on vient de le 
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dire; 2® la neuvième partie de cette somme calculée d'abord séparé- 
ment, puis ajoutée à la somme elle-même. Or, comme Taddition d'un 
nombre à sa neuvième partie offre pour résultat les dix neuvièmes du 
nombre donné, les deux derniers des trois nombres qui terminent le 
second Tableau doivent se déduire l'un de l'autre par la seule transpo- 
sition de la virgule décimale. Cette condition, supposée remplie, est 
une preuve que l'on a obtenu la valeur exacte de la neuvième partie 
de la somme des produits formés avec les multiplicandes artificiels. 
D'ailleurs cette neuvième partie devient la neuf-millième partie de la 
même somme, quand la virgule décimale est transposée de manière 
à laisser après elle la place de trois chiffres, ainsi qu'on le voit dans le 
nombre 

donné par le second Tableau comme propre à représenter le montant 
des escomptes acquis à la Banque de France le 29 octobre 1889. 

ParmiJes additions qu'exige la formation des deux Tableaux, celles 
qui demandent le plus d'attention sont les additions des nombres ren- 
fermés dans les colonnes horizontales. Elles deviennent plus faciles 
quand on écrit chacun de ces nombres sur la diagonale de la case qui 
le renferme. 
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118. 
Analyse mathématique — Mémoire sur diverses formules d'Analyse. 

C. R., t. XJr, p. !i83 (8 février 1841). 

Je me propose de réunir dans ce Mémoire diverses formules «l'Ana- 
lyse, spécialement applicables au problème de l'interpolation, et dont 
la plupart se déduisent, soit de la formule d'interpolation de Lagrange, 
soit des propriétés connues des racines de l'unité. Le premier para- 
graphe sera principalement relatif aux formules à l'aide desquelles on 
peut déterminer la valeur générale d'une fonction entière d'une va- 
riable X. Dans le second paragraphe, je déduirai de ces formules celles 
qui fournissent le moyen de développer les fonctions entières des sinus 
et cosinus d'un arc en séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des 
multiples de cet arc. 

§ I. — Formules d* interpolation qui déterminent la valeur générale d'une 

fonction entière d'une variable jc. 

Soit 

(1) f(j?) — ûfo-h «i-r -h aiJC'-\-, . .-+- a;i_, x"-* 

une fonction entière de x du degré n — i. Si l'on donne n valeurs par- 
ticulières de f[x) représentées par 

f(j^,), f(jr,), — f(.r,,), 
et correspondantes aux valeurs 

de la variable x, on pourra toujours obtenir les valeurs générales de 
f(.r) à l'aide de la formule d'interpolation de Lagrange, c'est-k-dire à 
l'aide de l'équation 
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Si d'ailleurs on pose, pour abréger, 

(p{x) =^{x — Xi) {x — Xi), . .{x — J?„), 

la formule (2) se trouvera réduite k 

^^\ e/^\ f(-^») 9('^) . ^(-^'î) 9(^) , . H'^ii) 9(^) 

(^'{Xi) X — Xi (^'{Xi) X — X^ (^'{Xn) X— X„ 

La formule (2) ou (3) subsiste, quelles que soient les valeurs particu- 
lières de X représentées par 

Concevons maintenant que les valeurs particulières de j? se réduisent 
aux divers termes de la progression géométrique 

On aura 

(^(x) = (x — r){X'-Or).. .{x— (?'»-* /•) ; 

et, si Ton prend pour une racine primitive de Téquation binôme 



jt« = I , 



on trouvera simplement 

Donc alors la formule (3) donnera 




Comme on aura d'ailleurs généralement 

(|Izl = (j)-V.(î)-V.,(£)-V...^..-„, 

r 

le coefficient a,„ de x"*^ dans le second membre de l'équation (1) ou (4). 
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sera évidemment déterminé par la formule 



(.)) a 



m - :.,« • 



n r 



On arrivera directement aux mêmes conclusions en partant de l'équa- 
tion (i) de laquelle on tire 

f(r) — ao-+-air -hn,/' -h. . .4- «;,_, r'*" *, 

En effet, puisque la somme 

I -h ^"» -+- 6*'" -h . . . -h ^(«- »)'" = 

{/"*— I 

s'évanouit pour toute valeur de m non divisible par /i, les formules? 6), 
respectivement multipliées par les facteurs 



1, 0-"«, ^-«"', ..., 



r,-(n-i)m 

9 



puis combinées entre elles par voie d'addition, reproduiront éviJem 
ment l'équation (j). 
L'équation (5) peut encore s'écrire comme il suit 



l-n-l 
—m 



(7) ""•^■'-JT S [<>""" '■('^''•)]> 



/ = o 



la somme indiquée par le signe Q s'étendant à toutes les valeurs en- 
tières 

o, I, 2, 3, . . ., n — I 

de l'exposant /, qui fournissent des valeurs distinctes de 0'. En substi 
tuant la valeur précédente de a,;, dans l'équation (t), on trouvera 

m = n — 1 l- n — l 

«1=0 / -= 

OEuvret de C. — S. I, l. VI. 9 
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ou, ce qui revient au même, 

/-«-il ( z.) _i 



(9) f(-) = ;; S 



/-.O 



r(-y-' 1 

I ^^ O'f(O'r) I 



Cette dernière équation coïncide avec la formule (4)- 
Soit maintenant 



n -I 



(lo) ^i-^) = Aq-H A|J7 -h A2j:'--h. . .4- A,4_ioC 

une nouvelle fonction entière de la variable x. Le terme indépendant 
de a-, dans le développement du produit 



f(-)Ki) 



sera la somme 8, déterminée par la formule 

(il) 'S m: Aotto-h Airti-h Ajûi-H. . .-+- A,i_iflr„_,. 

Or, en vertu de l'équation (7), la formule (i i) donnera 

m = n—l t - ft' 1 

(.2) S=i C C [A„./-'«5 »"f(5'/)] 

m — / = 

OU, ce qui revient au même, 

l-n-l 

(.3) '^=i S [t'('^-''-')f(^'')]- 

i-- 

A la formule (i3) on pourrait substituer encore celle que nous allons 
indique^. 

Soient 

a, 6, y, 

n — I expressions réelles ou imaginaires, choisies de manière à vérifier 
la condition 

Ao Ai a 2 A;, -, 



/i — i a-hS-f-y-^. . . a*-+-6*-i-y*-f-.. . *" ««-i -^S«-» -|-y« -1 -^- 



EXTRAIT N» 118. 67 

ou, ce qui revient au même, de manière à vérifier les formules 

a -+-6 -^y H-. . .— (/i — i) --, 

Ao 

(i4) \ ^ Ao 



\ Ao 

Il sera facile d*obtenir Téquation qui aura pour racines 

^> ^> y» « . . • 

Or, après avoir tiré de cette équation les valeurs de a, ê, v, ..., on 
aura évidemment, en vertu des formules (i i), (i4) et (i\ 

. . f(a)-i-f(€) uf(y)-4-... 
M.J) fN m Ao — — • 

n — I 

Nous joindrons ici une observation importante. Supposons que, les 
fonctions f(^), F(^) étant, non plus du degré /i — i, mais du degré n, 
les équations (i) et (jo) se trouvent remplacées par les suivantes 

(lO) f(a:) ^=a^-\- a^x -\- a^x'^ -\-. . ,~\- an-xJC^"^ -}- Un'i''^ 

(17) ¥{x)^ Ao-h AiX4- Aj.r*-+-. . .-f- A«_,x«-»-h An-r"; 

le terme indépendant de cr, dans le développement du produit 



f(.) F(i) 



sera la valeur de s déterminée par la formule 

( 18 ) -s =z Ao«o -+- A| a, -i- Ajrtr, 4- . . . -+- A,,_, a„_, -+- A„rtr^. 

Or, pour que cette dernière valeur de ^ puisse encore se calculer \\ 
l'aide de la formule (12), désignant toujours une racine primitive de 
Téquation binôme 



-n 



il suffira que Ton choisisse convenablement la valeur de r. En effet, si 
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Ton substitue la formule (i6) à la formule (i), l'équation (7) continuera 
évidemment de subsister pour les valeurs 

la 2y Oy «««y '* """ J 

du nombre m; mais, pour une valeur nulle de m, cette même équation 
se trouvera remplacée par la suivante : 

t. ,1- l 

(19) a,+ a„/«^^ 1^ [r(/-)]. 

On aura donc alors 

i -Il I 

(20) Ao<7y-+-A«a„=: ^ ^ [Aof('')]. 

/- 

pourvu que Ton choisisse rde manière à vérifier la formule 

(21) r^='^, 

et SOUS cette condition on obtiendra de nouveau la formule (12). 

Dans les diverses formules ci-dessus établies, la racine primitive 
do l'équation binôme 

peut être réduite à 

e" 

Si d'ailleurs on fait croître indéfiniment le nombre /«, on verra ces for- 
mules se convertir en d'autres équations déjà connues. Par exemple, 
en prenant pour r une quantité positive supérieure au module de .r et 
posant 



on tirera de la formule (9) 



Observons encore que les diverses formules établies dans ce para- 
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graphe peuvent être facilement étendues au cas où les fonctions 

f(x), F(^) 

se trouveraient remplacées par des fonctions entières de deux ou de 
plusieurs variables 

Ainsi, en particulier, si l'on désigne par 

f(^,j) 

une fonction entière des variables x, y^ qui soit du degré n — i par 
rapport à x, et du degré n'— i par rapport à y\ alors, en nommant 
rune valeur particulière de x^ s une valeur particulière de j, et 

des racines primitives des équations 

on tirera de la formule (8) 

m' = n' — t r = «' — I m = n— I /— n-I 

(3a) H-,y) = ^ S S S S \{Ty(;jY^^'"'0'-'fie'r,0"s) 

m'-O r — o m -0 l—Q 

et de la formule (9) 






s) 



f-o /_-o I --0^ ^L^cj'v 

r s 



§ II. — Formules d* interpolation qui déterminent la valeur générale 
d'une fonction entière des sinus et cosinus d'un même arc. 

Diverses formules d'interpolation, par exemple celles que Lagrange 
a obtenues dans le Tome III des anciens Mémoires de l'Académie de 
Turin, et celles que j'ai données à mon tour dans un Mémoire sur la 
Mécanique céleste, présenté à la même Académie le ii octobre i83i. 
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fournissent le moyen de développer une fonction entière des sinus et 
cosinus d'un arc suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet 
arc. Or ces diverses formules d'interpolation se déduisent immédia- 
tement de celles qui, dans le premier paragraphe, servent à déter- 
miner la valeur générale d'une fonction entière de la variable x. C'est 
ce que je vais expliquer en peu de mots. 

Soient 

f(0 

une fonction entière de sin/ et de cos/, et k le degré de cette fonction. 
Le produit 

considéré comme fonction de l'exponentielle trigonométrique 

sera évidemment une fonction entière du degré 2^-M. Donc, si l'on 
désigne par n un nombre entier égal ou supérieur à 2Ar -f- 1 , et par 

'i> *î> *5> • • • > *« 

n valeurs particulières de la variable /, on aura, en vertu de la formule 
d'interpolation de Lagrange, 

.-V--Tf(0= f^^-^ll^^l^%j£i^^^ e*«.^=î f(,) 

(I) / -t- 



Cette dernière formule subsistera, par exemple, si l'on prend 

/l zr; 2 X: -t- I ou /« zr: 2 A' 4- 2. 

D'ailleurs, comme on aura généralement 

• *' */« 

r= -^ = e* , 

e'/V-» — e'^-V-i ; ti— tm 

sin • 

2 
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on pourra facilement transformer en produits de sinus les deux termes 
de chacune des fractions comprises dans le second membre de l'équa- 
tion (i); et, si Ton suppose en particulier 

Téquation (i] donnera 

« • 

/ — t« , / — ti , t — t.. 

sm sm • • • sin 

î(t)--^ ' -— f(^) 

sin ^1:=^ sin ^illi' . . . sin ^^^^ 
2 a 2 



(«) 



sin sm • • • sm ^— ^ 



• _ */f */ï-i 



sm -^ sm • • • sm 

2 2 2 

Si l'on pose, pour abréger, 

on verra l'équation (i), divisée par rexponenlielle 

se réduire simplement à la formule 

f(,) = -liflfîL e*<'.-" V^ -ililL- 
c'y"^— e'.v'-' o'fc'.v'-') 



ou, ce qui revient au même, à 



A l'aide de la formule (5), le coefficient d'une puissance donnée de 
l'exponentielle 



f'V^ 



dans le développement de la fonction f(/), se déduira sans peine du 
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coefficient qui affecte la même puissance dans le développement du 
produit 

et, par suite, des coefficients qui affectent les diverses puissances de a: 
dans le développement de la fonction 

En effet, supposons 
On en conclura 

et, comme on a d'ailleurs 
on trouvera définitivement 



9(e'vCT) 



= ek{ti-t)^-i 






D'ailleurs, si l'on considère 

comme des inconnues déterminées par le système des équations que 
l'on déduit de la formule (7), quand on attribue successivement k la 
variable t les diverses valeurs 

on pourra, en vertu des principes établis dans X Analyse algébrique^ 
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obtenir facilement les valeurs de ces inconnues, lorsque les coefïi- 

cients de chacune d'elles, dans les équations dont il s'agit, formeront 

une progression géométrique, ou, ce qui revient au même, lorsque les 

quantités 

*i> *j» • • • » *« 

formeront une progression arithmétique. Donc alors aussi l'on pourra 
aisément tirer de la formule (5) le coefficient qui affecte une puissance 
donnée de l'exponentielle 

dans le développement de f(/). 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités 

*i» *î» • • • » 'rt 
se confondent avec les divers termes 

T, z -\ > •••» T-hin — i) — 

/* n 



'AT 



d'une progression arithmétique dont la raison serait—^- On trouvera, 
dans ce cas, 



et, en posant 

on tirera de la formule (5) 



= 6" 



puis, en développant le rapport 



i_{/-/e(/-T)v^-i 



y 



on conclura de l'équation (9) 



m=n— 1 t=n—l 



mrrO 1-0 X / J 

OEutnrei de C. — S. I, t, VI. lO 
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Si, dans cette dernière équation, on pose 

/J =z 2 X -h I , 

on pourra, sans inconvénient, y supposer la sommation relative à la 
lettre /effectuée, non plus entre les limites 

/ = o, / 1= /i — I = Si A% 

mais entre les limites 



l — — k, / = A, 



et, par suite, on trouvera 



m-k t~k 



m~-k l=-k ^ ^ -^ 

Si Ton prenait, au contraire, 

/l :=: 2A* -+- 2, 

on trouverait 

m = k-\-\ l-k-^\ 



m= k i=:-k 



Il est bon d'observer que, dans la formule (9), on a 



SU 



. 1 / 2Tïl\ 

2 \ /* / 



Donc la formule (9) peut être réduite à 



i-n I • '*/- 27:/' 



Lorsque f(/) représente une fonction réelle de /, la formule (9) ou 
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(i3) se réduit à 






(I 



et la formule (lo) a 



/«=» — I /-=/! — I 



„r., r,o = i S S-[<— '>('-- '-'"f')]'(' -'^') 



/r. -0 /-O 



Si Ton suppose en particulier n = 2^ -+- 1, la formule {\(\) donnera 



. ,. . aX- -h I /. 27:/ 

'=** sin 



, r\ r/*\ ' C* 2 \ 2A--+-1/ ^/ Qr/ \ 

.in - ( ^ — r 7 I ^ 

2\ 2/r-HI/ 



/=o sin 



Si Ton suppose au contraire /i ~ 2^ -f- 1, on trouvera 

/=o sm-(^ — T— ^ ) ' ^ ' 

Dans cette dernière supposition, la formule (i5) donnera 

OU, ce qui revient au même, 

in=0 /=0 

attendu que la somme des termes correspondants à 

m 1= 2 A: -4- 1 ou m — X: =1 Xr -h i , 
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c'est-à-dire, la somme des termes qui renferment des arcs de la forme 



(*-)('-.-x^) 



disparaîtra de la fonction f(/). 

Enfin, dans la formule (i8), que l'on peut encore écrire comme il 
suit 

m = k /rrA-4-1 



m--k i = -k 

le facteur 

cos/n 



0-^-Â^) 



pourra être réduit au produit 



cos/w/ cosm T 



(' 



A -M 



si f(/) est une fonction paire de /, c'est-à-diré, si l'on a 

(20) f(0 = <7o-h «1 COS^ 4- a, C0S2^-H. . .-4- rt;i COSAY, 

et au produit 

sinmf sin/n T + -; | 

si f(/) est une fonction impaire de t, c'est-à-dire, si l'on a 

(21) f(^) = 604-^1 sin^ H- 6, sina/ -\- . , .-\- b^ sin A7. 

Dans le second cas, en posant t = o, on pourra réduire la formule (19) 
h la suivante 

m = k l=k 

(..) f(,)=^|§ ^sinm^sin^f(jr:^), 

mz=l l = i 

en sorte qu'on aura 
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comme Lagrange Ta trouvé dans le Tome III des anciens Mémoires de 
l'Académie de Turin. 

Concevons niaintenant que les valeurs particulières de /, représen- 
tées par 



forment une progression arithmétique dont la raison p diffère de — > 
et coïncident, par exemple, avec les divers termes de la suite 



7 — Xp, T — (A* — f)p, ..., T — p, T, T 4- p, ..., T4-(/» — l)p, T-h^p. 

On pourra déterminer encore la valeur générale de f(/), non seulement 
a l'aide de l'équation (2), mais aussi à l'aide de la formule ( >), pourvu 
que, dans cette dernière formule, on suppose n = nk -^ i^ ci 

la valeur de^{x) étant 

/ 1/ V ni^t sin(X-4-j)o ... sin(A-+-|)psin/o ... , 
y ^ siii^p siii^psinp 

(23) < 

i sin(X-H î)psin/o , sin(/'-+-4)o 

\ sm^psinp sinp 

Les diverses formules qui précèdent peuvent être facilement éten- 
dues au cas où il s'agit de déterminer la valeur générale d'une fonction 
entière des sinus et cosinus de plusieurs arcs 

fr, fr , • • • » 

d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 
Cette extension est semblable à celle des formules que nous avions 
d'abord obtenues dans le § I. 

La formule (2), ainsi que plusieurs de celles qui en ont été déduites, 
et la formule (23) elle-même, sont extraites du Mémoire que j'ai pré- 
senté à l'Académie de Turin le 11 octobre i83f, et qui a été paraphé 
à cette époque par le secrétaire de cette Académie, puis lithographie 
en grande partie, et avec quelques additions, en i832. La formule (10) 
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en particulier se trouve établie pour les valeurs 

2 A- H- I et 2 A* -+- 2 

du nombre /i, puis étendue au cas où l'on considère une fonction 
entière des sinus et cosinus de deux arcs /, /', et enfin appliquée à des 
problèmes de Mécanique céleste, dans le § III du Mémoire litho- 
graphie. 



119. 

Analyse algébrique. — Sur le déçeloppernent d'une fonction entière du 
sinus et du cosinus dun arc en série ordonnée suivant les sinus et 
cosinus des multiples de cet arc. 

G. R., t. XII, p. 323 (i5 février 184 1). 

Soient 

f(0 

une fonction entière de sin/ et de cos^ et k le degré de cette fonction. 
Soient d'ailleurs t une valeur particulière de /, et n un nombre entier 
égal ou supérieur k 2Ar 4- i. On aura, comme on l'a vu dans un précé- 
dent Mémoire, 

mrrO /— 

OU, ce qui revient ^u même, 

m-n — k-\ l = n -l 



m=-k /=-0 



Concevons maintenant que, la fonction f(/) étant développée en une 
série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de /, ou, ce 
qui revient au même, suivant les puissances entières, positives, nulles 
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OU négatives, de Texponenlielle trigonométrique 

on désigne par a^ le coefficient de 

dans ce développement, en sorte que Ton ait 

I f (0 — ao -f- a, e' V^ -ha, e"v'-^ ^ . . . 4. ^^. e*/ V"» 

Les équations (2) et (3) entraîneront la suivante 

/ 

à laquelle on peut aussi arriver directement en partant de Téquation f3) 
et des propriétés connues des racines de l'unité. 

En vertu de la formule (4)» l^ coefficient a^ d' une puissance quelconque 
de r exponentielle trigonométrique e'^' ' * , dans le développement de la /onc- 
tion ([t) en une série ordonnée suivant les puissances entiers de la même 
exponentielle, sera une moyenne arithmétique entre diverses valeurs de 
cette fonction respectivement multipliées par diverses exponentielles trigo- 
nométriques. Donc, par suite, si la fonction f(/) est réelle, le module de 
chaque coefficient a,n ne pourra suqyasser la plus grande valeur numérique 
que cette fonction puisse acquérir. Cette dernière proposition subsistant, 
quel que soit le nombre X*, par conséquent quel que soit le nombre des 
termes compris dans la fonction f(/), peut être étendue au cas même 
où le nombre de ces termes devient infini. 

Si l'on cherche en particulier le premier terme a© ^lu développement 
de la fonction f(/), suivant les puissances entières positives ou néga- 
tives de Texponentielle trigonométrique 



80 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

on trouvera 



l = n~ 1 



Soient maintenant 

F(0 

une nouvelle fonction entière de sin/ et de cos/, ou, ce qui revient au 
même, de l'exponentielle trigonométrique 

et h le degré de cette fonction, en sorte que l'on ait 

( F(0 = Ao -I- Al e'v/"^ 4- A, e'V-^ -4_ . . . .^ a„ t''"v^ 
(^>) < _ _ _ 

{ 4- A_i e-'v^-' H- A_, e-'^v'-» H- ... -h A./, e-^^'^-K 

Si Ton nomme 8 le premier terme du développement du produit 

f(OF(0 

en série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou néga- 
tives de cette exponentielle, on trouvera : 
1*^ En supposant h= ou <Ar, 

, ^ ( S=^ Aoao-+- A_,a, -h A_,a,-h. . .-h A_/,a/, 

j -H Aia_i-h A,a_,-}-. . . H- A/irt-/, ; 

et, par suite, en vertu de la formule (4), 

m = h /=/!— l tTZl\ 



m = — A /-O 



2" En supposant A = ou >*, 

, , i s = Ao«o^- A-iai-l- A-ja^-h. . .-h A-A'^Ar 

(9) i 

( 4- Aia,-i-h A,a_2-+-. . .-h Aa-^-a; 

et, par suite, en vertu de la formule (4), 



m = —k /= 
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Dans la première hypothèse, c'est-à-dire en supposant A<A% on pourra 
réduire Téquation (8) à la forme 



/ = « — 1 



==; S '(- v>(-"-')- 

/ = 

Si, pour fixer les idées, on prend /i = 2^ -h i, la formule (i i) donnera 









k -h I 

1 = 



si, au contraire, on prend /i = 2^ -f- 2, on trouvera 



/_î*-Ki 



,.3) «=^T^ S '■^+7^>'(^-^z''--V 

Avant d'aller plus loin, nous ferons une remarque importante. Si, 
dans Téquation (3), on substitue successivement- à la variable / les 
divers termes de la progression arithmétique 

'àt: in i(n — 1)7: 

n n n 

et si Ton ajoute entre elles les formules ainsi obtenues, après les avoir 
respectivement multipliées par les facteurs 

îmir ktnlt - — î/Mtrt- 1 7t 

V-« i-t v-1 

9 )C> ,••>,« 1 



alors, en supposant 

on retrouvera précisément l'équation (4); mais, si dans le même cas 
on suppose seulement 

Téquation {f\) subsistera pour des valeurs de m comprises entre les 
limites 

m =z. — (n — A), m ^=1 n ~ A, 

OKtwres de C. — S. I, l. VI. 1 1 
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et sera remplacée par la formule 

pour des valeurs de m représentées par ces limites mêmes ou situées 
hors de ces limites. Cela posé, l'équation (4) continuera évidemment 
de subsister, pour toutes les valeurs de m comprises dans la suite 

si Ton a 

n'^k ^ h 4- I , 

et sous cette condition la formule (8) ou (ro) fournira encore une 
valeur exacte de s. Il y a plus; l'équation (lo), légèrement modifiée 
par la suppression des termes correspondants à m = — A, et réduite à 

m — A'/ = /i — i 
m = 1 - A / = 

pourra être appliquée au cas où l'on aurait 

hz=z ky n =z h -^ k :;=L 1 X , 

si l'on choisit convenablement l'arc t. En effet, dans ce cas, la for- 
mule (4) subsistera pour toutes les valeurs de m comprises entre les 
limites — X% -h A; mais, pour m = — X-, la formule (i 4) donnera 



'=''-' ■ irzr 



/ = o 

et, par suite, 

(.6) A_,.a_*+A,«,= l' § \,e-'i'*'-r)^'tL^îl^\ 

1=0 

pourvu que Ton assujettisse t à vérifier la condition 

(17) ^^e^A^V^. 
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Sous cette dernière condition, Téquation (7), jointe k la formule (4) 
ou (iG), entraînera évidemment l'équation (i5), que Ton pourra écrire 
comme il suit : 



*" = * '^* ii/\ ,— 



»=n. s s A..-('*-)'-f(..',') 



ntz= l-A I —\ — k 



D'après ce qu'on vient de dire, l'équation (18) coïncide, pour/* = k\ 
avec la formule (7), par conséquent avec la formule (9). Comme d'ail- 
leurs les seconds membres des équations (9) et (18) ne renferment pas 
la lettre A, il est clair que ces deux équations s'accorderont l'une avec 
l'autre, non seulement pour h = k, mais aussi quel que soit h. Donc la 
formule (18), jointe à la condition (17), fournira la valeur exacte de s, 
dans le cas même où l'on aurait 

et dans celui où le développement de F(/) offrirait un nombre infini de 
termes. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 
que l'on ait * = 2, par conséquent 



et, de plus. 



1 



F(/)=:[). — C0S(/ — n)]S 



n désignant un arc réel, et X un nombre supérieur à l'unité. Le déve- 
loppement de ¥{t) sera de la forme 

et de cette dernière formule, comparée à l'équation (6), on tirera, pour 



Ao=Ao, A»i=A,e-"/^. A, z=A,e-«n>Fï, 
A-,= Aie"v^, A_,= A,e«"v^, 



• » 
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Donc, pour vérifier la condition (17), réduite à 



e 



Vlly/-! _ gVTv'- 1 



> 



il suffira de prendre 

Tî 

k — 11, 

et la formule (18) donnera 

m= -i l = — 1 

Donc, si f(^) est une fonction réelle de t, la valeur de s, qui dans ce cas 
sera réelle, pourra être réduite à 

T.nil„/„ T.i 



»= s S'^-'-'^f^r-T 



wi^- I /- - I 



ou, ce qui revient au même, a 

' = * A0-1-2A. ces hA.cosTt/ , , 

»= s 1 '(«-T 

l~ 1 

dette (lei'iiiëre équation, que Ton peut encore écrire comme il suit. 



Ao4-2A,4- A,,,„^ , A„— aA,-i-A, 

4 

A„-A 



8^ -^''-^";^'-^^' f(n) + -^''~-';:'^^^' f(n + z) 



r^'K"-0"<"-^) 



s'accorde avec la formule (36) de la page 46 (i?o£> l'Extrait n" 1 14). 

Concevons maintenant que l'on ait, non plus A=: 00 , mais simple 
ment A = 2, le nombre k étant d'ailleurs un des termes de la suite 

9 ^1 8 

L'équation (6) sera réduite à 

^,9) F(0=^A_,(î-"v'-'ï + A_,e-'V-"f-t-A, + A,c'v'=' + A,e"v-'; 
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et, si l'on suppose d'abord i(= a, la formule (18) donnera 



"•-» /:--. ,„ 



„o, ,= ■ S s A.,-(""t)^,(,^E.'| 



«=-1 /=-l 



OU, ce qui revient au même, 






l = -l 



Tare T étant choisi de manière à vérifier la condition 

A-, 

Si, au contraire, on suppose ^>> 2, on pourra tirer la valeur de .s de 
la formule (8), en y laissant Tare t arbitraire, pourvu que l'on prenne 

n ; A -h /i -h I , 

par conséquent 

n~k -h 3. 

Ainsi, en particulier, si l'on prend ^ = 4» on devra, dans la formule (8 ,, 
supposer w > 7, par exemple 

Or, pour A r= 2, ^= ^j, /i = 8, l'équation (8) donnera 



mr=-t 1 = 



Si, dans cette dernière formule, on réduit l'arc Ta zéro, on en tirera 
simplement 






(•4) « = 1 S S^'"^"'"* ''(^-^TJ 



m =—2 / — 
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ou, ce qui revient au même, 

, _ ni , — 11/ , — 11/ , — 7C/ , — 

/=7 ^_ 1 ^/_i — /^ — /— 1 

-N ^ t? A.,^ » -4-A_,e * -f-Ao-f-A,c* -+-A,e* / 7:/\ 



/=i) 



On peut se servir utilement des équations (20) et (23) pour déter- 
miner la valeur générale de la fonction désignée par u dans le Mémoire 
sur les variations séculaires des éléments elliptiques des planètes. Les 
formules ainsi obtenues pourront remplacer, même avec avantage, les 
formules (S;), (38), (Sq), (4o) de la page 48. L'équation (20) en 
particulier fournira immédiatement la valeur de u qui correspond à la 
valeur 'j. de l'exposant que nous avons représenté par la lettre 1 
(pages 37 et suivantes). Quant à l'équation (23), elle fournira rigou< 
reusement la valeur de u correspondante à I = 4» et il suffira que l'on 
puisse négliger les quantités du quatrième ordre par rapport aux ex- 
centricités et aux inclinaisons des orbites, pour qu'elle fournisse 
encore, sans erreur sensible, les valeurs de u correspondantes à 1 = 6 
et k l = 8. 



120. 

Sur V élimination d'une variable entre deux équations algébriques ( * ). 

C. R., t. Xlï, p, 391 (i'^ mars 1841). 



(') Mémoire publié dans les Exercices d'Ànaljse et de Physique mathenuttique {Nou- 
veaux Exercices)^ voir l. I, p. 385. 
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121. 

Analyse mathématique. — Note sur la formation des fonctions alternées 
qui servent à résoudre le problème de V élimination, 

C. R., l. XII, p. 4i{ (8 mars i8îi). 

L*équation finale, produite par réiiminalion de plusieurs variables 
entre des équations linéaires et présentée sous la forme la plus simple, 
a pour premier membre une fonction alternée. On peut même en dire 
autant de Téquation finale qui résulte de l'élimination d'une seule 
variable entre deux équations algébriques de degrés quelconques, 
puisque les méthodes de Bézout et d'Euler réduisent ce dernier pro- 
blème au premier. Il importe donc de parvenir à former aisément les 
fonctions alternées. Telle est la question dont nous allons nous oc- 
cuper. 

Considérons, pour fixer les idées, la fonction alternée qui, égalée \\ 
zéro, produit l'équation finale, résultante de l'élimination de x entre // 
équations linéaires de la forme 

Ao^o '^ ~^~ Ao,i J' -h . . . -+- An, /ï-î W-i-Ao,/i-i i" _^ o, 

. A,,o ^-hA,,, v-h...4- A,,„_i «4-A,,,,_, r — o, 

A/i-j.o»^ -+- A,,_j,i^* -!-...-+- A«_,,«_, // -h A„- 2,« 1*' —- *>' 
A»_|.».r -f- A«_|,| y 4- ... -h \n -1, ;,_j u -+- A„_i^ „_| i' =1 o. 

Pour obtenir cette fonction alternée que nous appellerons rS, on dispo- 
sera d'abord en carré sur n lignes horizontales, et sur autant de lignes 
verticales, les coefficients que contiennent les équations linéaires don- 
nées, comme on le voit ici 

Ao,o» Ao,i, •••, Aq,„_5, Ao,«-i, 

Ai,Of A|,i, ..., A|^„_j, Ai,rt_i, 

(•) 

A^u-j.o, Art__jj, ..., Art-j,«-i, A„_jj;,_j, 
A/t-1,0» A/|w-|,i, ..., A,i_i^/i_j, A„_jj„-i; 
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puis on cherchera tous les produits que Ton peut former, en combi- 
nant ces coefficients /i à n, de manière que les n facteurs de chaque 
produit appartiennent tous à des lignes horizontales différentes et à 
des lignes verticales différentes. Les produits formés, comme on vient 
de le dire, se réduiront à celui dont les facteurs sont les coefficients 
situés sur Tune des diagonales du carré, savoir au produit 

et à ceux que Ton peut en déduire à l'aide d'une ou de plusieurs opé- 
rations dont chacune consiste à échanger entre eux deux indices qui, 
dans deux facteurs différents, occupent la même place. La fonction 
alternée 5 sera la somme de tous ces produits, pris les uns avec le 
signe -h, les autres avec le signe — ; deux produits différents devant 
être affectés du même signe ou de signes contraires, suivant qu'on 
pourra les déduire l'un de l'autre à l'aide d'un nombre pair ou d'un 
nombre impair d'échanges opérés chacun entre deux indices de même 
espèce. Le nombre n des facteurs de chaque produit servira de mesure 
à ce que nous nommerons Vordre de la fonction alternée. 

Concevons maintenant que l'on représente par P l'un quelconque 
des produits qui entrent dans la fonction alternée S. Supposons d'ail- 
leurs que, dans cette fonction, le produit (2) en particulier soit affecté 
du signe 4-, et que, relativement au produit P, les divers indices 

o, I, 2, 3, . . . , n — I 

soient partagés en divers groupes, deux indices i et y étant placés à la 
suite l'un de l'autre dans le même groupe, lorsque le produit P ren- 
ferme le facteur 

Il suffira de connaître le système des groupes correspondants à un pro- 
duit P, pour que ce produit se trouve complètement déterminé. Ainsi, 
par exemple, si l'indice i forme à lui seul un groupe, on en conclura 
qu'il est contenu dans un seul facteur du produit P, savoir, dans le 
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facteur A,.,; si rindicc i forme un groupe binaire 

(ht) 

avec un autre indice i\ on en conclura que les indices /, i' sont con- 
tenus seulenfient dans deux facteurs du produit P, savoir dans les 
facteurs 

A/,,", A/-,,-; 

si les trois indices i, i', i" forment un groupe ternaire 

on en conclura que le produit P renferme les trois facteurs 

A/,/, A,',/-, A|-,/; 

et ainsi de suite. D'ailleurs, pour déduire le produit partiel 

A|,i' A/-, / ou A/,r A|', /• A,-, , , ... 

du produit partiel 

A,,|A/-, I' ou A|,, A|-,|A|-,r> 

qui renferme les mêmes indices dans le produit (a), il suffit évidem- 
ment d'opérer un seul échange entre les seconds indices i, i des deux 
facteurs du produit partiel 

A|,| \i\i'i 

ou deux échanges successifs entre les seconds indices des trois fadeurs 
du produit partiel 

qui, en vertu de ces deux échanges, deviendra successivement 

Ai,i'A/',|- Ar,r, 
A/.r A/', /• A/-,/, 



Donc, si le système des groupes correspondants au produit P présente 
/groupes formés chacun d'un seul indice, ou, ce qui revient au même, 
/indices isolés, g groupes binaires, h groupes ternaires, k groupes 

OEwres </r C. — S. I. l. V I . I "2 
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quaternaires, etc.; enfin / groupes composés chacun de n indices 
(/devant se réduire à zéro ou à l'unité), il suffira, pour passer du pro- 
duit (2) au produit P, d'opérer entre les seconds indices des facteurs 

Ao,o> Ai,i, •••» \n—\^n—\ 

autant d'échanges qu'il y aura d'unités dans la somme 

^-+-2/i-i-3Â:-h...-h(/i — i)/. 

D'ailleurs, si l'on nomme m le nombre total des groupes, on aura, non 
seulement 

mais encore 

(4) /-H ^ -h Ah- /:-+-... H- / = wï, 

et, par suite, 

(5) ^H-2/n-3A--h...H-(/i — i)l=2n — m. 

Donc, pour passer du produit (2) au produit P, il suffira d'opérer entre 
les seconds indices des divers facteurs autant d'échanges qu'il y aura 
d'unités dans la différence n — m; et le produit P, dans la somme 
alternée s, devra être affecté du signe -h ou du signe —, suivant que 
la différence n — m sera positive ou négative. On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui s'accorde avec le théorème énoncé dans 
V Analyse algébrique (Note IV, p. 523). 

Théorème. — Soit s une /onction alternée formée avec les quantités que 
renferme le tableau ( i ), et dans laquelle le produit 

soit affecté du signe -f- . Les divers termes de cette somm£ seront les divers 
produits que l'on peut former avec n facteurs de la forme 

dans lesquels les n valeurs de i soient respectivement égales, à l'ordre prés, 
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aussi bien que les diverses valeurs de j^ aux divers termes de la progression 
arithmétique 

Soit d'ailleurs P l'un quelconque de ces produits^ et supposons que, rela- 
tivement au produit P, les divers indices 

o, I, 2, 3, . . ., n — I 
soient partagés en divers groupes, deux indiôes 

i et j 

étant placés à la suite l'un de l'autre dans le même groupe, lorsque le pro- 
duit P renferme le facteur 

Si l'on nomme m le nombre total des groupes ainsi formés, le produit P 

sera, dans la somme alternée S, affecté du signe -h ou du signe — , suivant 

que la différence 

n — m 

sera un nombre pair ou un nombre impair. 

Si, (]ans ia fonction alternée s, on nomme termes semblables ou de 
même espèce deux termes qui se déduisent l'un de l'autre, quand aux 
indices 

o, I, 2, 3, . . ., n — 1, 

. rangés dans un certain ordre, on substitue respectivement ces mêmes 
indices rangés dans un ordre différent, les divers termes, semblables 
entre eux, seront évidemment ceux pour lesquels le nombre total des 
groupes d'indices, et même le nombre spécial des groupes de cbaque 
nature restera le même, c'est-à-dire ceux pour lesquels on retrou- 
vera les mêmes valeurs de/, ^, A, ^, . . . , /. Cela posé, il suit évidem- 
ment du théorème énoncé que les termes semblables seront toujours 
affectés du même signe. Donc, dans le développement de la fonction 
alternée s, on pourra se borner à écrire un terme de chaque espèce, en 
ayant soin de placer devant ce terme la lettre caractéristique 2 pour 
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indiquer la somme des termes semblables, qui pourront se déduire 
immédiatement du même terme avec la plus grande facilité. Pour 
obtenir, d'ailleurs, un terme correspondant a des valeurs données de 

f ^ h k l 

il suffira d'écrire à la suite les uns des autres, dans leur ordre de gran- 
deur, les indices 

et de partager ces indices en groupes, en considérant les premiers 
indices 

o, I, 3, ..., /— I 

comme isolés, puis les indices suivants, en nombre égal à 2^, comme 
formant les groupes binaires 

puis les indices suivants, en nombre égal à 3A, comme formant les 

é 

groupes ternaires 



(/■^ 2^ -h 3/1 — 3,/4- 2^ 4- 3 A — 2,/-h 2^ 4- 3/i — l), 



Ainsi, par exemple, si Ton prend n = 7, l'un des produits correspon- 
dants a 

sera celui qui répond aux groupes 

(o), (I), (2,3), (4,-5,6), 
c'est-à-dire le produit 

Aq.o Aj,i Aj,i As^j A4, 6 Aj^e Afi^i. 

Quant au nombre des diverses espèces de termes compris dans la 
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93 



somme alternée s« il sera évidemment égal au nombre des solutions 
différentes de Téquation 

/-h 2^ -h 3/i -f- /|X +-...-+- /i/--- «, 

qui correspondront à des valeurs entières, positives ou nulles «les 

quantités 

/ " /f /• / 

Si, pour fixer les idées, on suppose n = 5, alors, la valeur de n pou- 
vant être présentée sous l'une quelconque des formes 

I -h I -h I -f- I H- I, 

I 4- 1 -h I -t- *?, 

I • 

I • 

1 

5. 



2 H- 2, 

I -4- 3, 
3, 



les svstèmes de valeurs de 



/, g, /i, X, / 



se réduiront a Tun des sept systèmes 



/-5. 


A' — o. 


h — o, 


A o, i 


' o, 


/-3, 


S'—'. 


h o. 


k — o, i 


f=o. 


/-.. 


5- -2. 


h . o. 


A — o, i 


':--.0, 


/ 2. 


5--0. 


h-',. 


k o, i 


'-0. 


/-- o. 


5--- '. 


h i, 


k 0, 1 


r-o, 


/ I. 


g-o. 


h o, 


A- I, i 


' «', 


/ o, 


S-o, 


h — o, 


k o, 


r - i; 



/ 



et, par suite, une fonction alternée du cinquième ordre renfermera 
sept espèces de termes. 

Il est facile de calculer, pour une fonction alternée de l'ordre /i, 
non seulement le nombre total des termes, ou des diverses valeurs 
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de P, mais encore le nombre des termes de chaque espèce; et d'abord, 
comme dans chaque valeur de P on peut supposer les divers facteurs 
rangés d'après Tordre de grandeur des premiers indices, le nombre des 
valeurs diverses de P sera évidemment égal au nombre qui indique de 
combien de manières différentes on peut ranger a la suite les uns des 
autres les seconds indices, représentés par n quantités distinctes. Donc 
le nombre des divers termes de la fonction alternée s sera égal au pro- 
duit 

1.2. O. • • Hf% 

Cherchons maintenant le nombre des termes d'une espèce donnée, 

c'est-à-dire le nombre des valeurs de P qui correspondent à des valeurs 

données de 

/, g, h, k, ..., /, 

et représentons ce nombre par 

^ f ff h k /• 

Relativement à chacun des termes dont il s'agit, les indices 

o, I, 2, 3, . . . , n — I 

pourront être partagés en m groupes, la valeur de m étant celle que 
détermine l'équation (4), puis écrits à la suite les uns des autres dans 
un ordre tel que des indices placés dans un même groupe se suivent 
toujours immédiatement, et qu'aux indices isolés succèdent les indices 
compris dans les groupes binaires, puis dans les groupes ternaires, 
puis dans les groupes quaternaires, etc. D'ailleurs dans la série, ou 
succession d'indices, obtenue comme on vient de le dire, on pourra 
opérer divers changements sans qu'elle cesse de correspondre au même 
terme, et sans que les conditions énoncées cessent d'être remplies. On 
pourra, par exemple, échanger entre eux, d'une manière quelconque, 
ou les/ indices isolés, ou les g^ groupes binaires, ou les A groupes ter- 
naires, etc.; on pourra encore, dans chaque groupe, écrire le pre- 
mier un quelconque des indices dont il se compose; et, eu égard à la 
possibilité de ces divers changements, il est clair que les séries ou suc- 
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cessions d'indices correspondantes à un même terme seront en nombre 
égal au produit 

(i.2.../)(i.2...^)(i.a.../i)...(i.a.. ./).i-^2*'3''. . .«', 
chacun des produits partiels , 

devant être réduit à Tunité, quand la quantité 

/, ou gf ou /i, ..., ou / 

se réduira simplement à zéro. D'ailleurs le nombre total des séries que 
Ton pourra ainsi former avec les indices 

o, I, 2, 3, . . ., n — t 

sera précisément le produit 

I>2*0* • ■/•) 

et à chacune d'elles correspondra un terme de l'espèce donnée. Donc 
le nombre 

des termes de cette espèce sera le quotient qu'on obtient quand on 
divise le produit 

1 . 2 . 3 . . . /t 

par le produit 

(I.2.3. . ./) (l.2. . .^) (l.2. . ./*). . .(l.2. . ./) \^2f^V^. . ./i'. 

Donc, en posant, pour abréger, 

^^ (l.2.../)(»-2...i')(r.2.../l)...(l.2.../) — ^'^^/•'•'^' •••" 

on aura 

t 

la valeur de m étant toujours 
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D'autre part, comme le nombre total des termes de différentes espèces, 
c'est-à-dire, le nombre total des termes de la fonction alternée s, doit 
être égal au produit 

on aura encore 

le signe 2 se rapportant aux divers systèmes de valeurs de 

y> ér> ''» • • • > ' 

qui vérifient Téquation (3), et par conséquent 

Cette dernière formule parait digne d'être remarquée. 

Si, pour fixer les idées, on prend /i= 5, l'équation (8) ou (9) don- 
nera 

I. 2 .3.4. i> ^^^5,0,0,0,0"+" Ns^ijO,0,0~H Nijj, 0,0,0"+" N|, 0,1, 0,0 

"+" Nq, i,i,o,oH~ N 1,0, 0,1,0 ~H No, 0,0,0. i» 

et, par suite, 

\ 

I.2.3.4.5=iI-hIO-hl5-+-20-h20-|-3o-|-24=^ 120, 

ce qui est exact. 

On peut observer que, dans le cas où n est un nombre premier, la 
valeur entière de 

fournie par l'équation (7), reste toujours divisible par n, excepté lors- 
qu'on prend 

mr=.n, par conséquent f^^n, g~-o, /i = o, ..., /=:o, 

ou 

/;i— 1/ par conséquent /^=o, g^=^Oy //=:o, ..., /=i. 

Donc, dans le second membre de la formule (9), et pour le cas dont il 
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s^agity les seuls termes non divisibles par/i sont 

N«,o.o,....o= " ci No,o,o t— «'2.3. . .(/i — i). 

Donc la somme de ces deux termes doit être, aussi bien que le produit 
1 . 2 . 3 . . . /i, divisible par le nombre /î, toutes les fois que celui-ci est pre- 
mier. On se trouve ainsi ramené au théorème de Wilson. 

Observons encore que, dans la fonction .s, le nombre des termes 
affectés du signe -h, et correspondants à des valeurs paires de n — m, 
est précisément égal au nombre des termes affectés du signe —, et 
correspondants à des valeurs impaires de /i — /w. Donc la différence 
entre ces deux nombres, évidemment représentée par 

ic-'r-^'N^.^.* /=(-o«2(-irNA^.A....,/, 

sera nulle, et l'on peut, a Téquation (8) ou (9), joindre la suivante 

co) 2(-irNv.^.„ ,=0, 

que Ton peut encore présenter sous la forme 

<"' S^f^ <-)■""" (j)' (i)' (i)" . . . (^) '= o. 

On trouvera, par exemple, en prenant n = 5, 

^$,0,0,0,0 — N,,i,Q,o,0~+- ^I,t,0,0,oH~ ^î,0, 1,0,0 ^0, 1,1, 0,0 ^1,0,0,1,0 ~t~ ^0,0, 0,0,1 = *^ 

ou, ce qui revient au même, 

I — I o -h 1 5 -h 20 — 20 — 3o 4- 24 = o, 

ce qui est exact. 
Lorsque, dans le tableau n" 1, on a généralement 

A/,y = Ay,/, 

les coefficients 

Ao,o> Ajj, ..., Afi-l^n -ly A/|_i,n_i, 

situés sur Tune des diagonales du carré figuré par ce tableau, sont les 
seuls qui ne se trouvent pas répétés. Les autres coefficients sont égaux 

OEuvre* de C. — S. I, t. VI. 1 3 
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deux à deux, les coefficients égaux étant toujours placés symétrique- 
ment des deux côtés de la diagonale dont il s'agit. Donc alors les seuls 
termes, qui ne se trouveront pas répétés plusieurs fois dans la fonc- 
tion alternée 8, seront ceux qui correspondront seulement à des indices 
isolés et à des groupes binaires. Quant aux termes qui correspondront 
à des groupes ternaires, quaternaires, etc., c'est-à-dire, à des valeurs 
de 

différentes de zéro, il est facile de voir que chacun d'eux se trouvera 
répété autant de fois qu'il y aura d'unités dans la puissance 

du nombre 2. En effet, dans l'hypothèse admise, étant donné un terme P 
correspondant à des valeurs de A, ^, ..., /différentes de zéro, on ob- 
tiendra toujours un second terme égal au premier, si l'on renverse 
l'ordre dans lequel se trouvent écrits à la suite les uns des autres les 
indices renfermés dans un seul groupe ternaire, quaternaire, etc. 
Ainsi, par exemple, deux termes seront égaux entre eux si, pour pas- 
ser de l'un h l'autre, il suffit de remplacer le groupe quaternaire 

(O, I, 2, 3) 

par le groupe quaternaire 

(3, 2, I, o), 

attendu qu'en vertu de la formule (12) le produit partiel 

Aq.I Ai,j A|,j Aj,© 

sera équivalent au produit partiel 

La remarque précédente, jointe à ce qui a été dit plus haut, permet de 
former aisément les fonctions alternées, composées avec des coefficients 
pour lesquels la condition (12) est remplie. Si, pour fixer les idées, on 
suppose n = 6, alors, en admettant que la condition (12) se vérifie, 
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on trouvera 

fS — Ao,o A,,| A,,t A,,j Av,4 As,»— 1 Ao,o A,,i A,,, Aj,, AJ,-, 
-t- 5A A 4* 4« ÏA* A* A' 

4- 2 2 Ao.o A,,, A|,, Aj,t A^,, Aj,, — a 2 Ao,o A},, A,,^ A^,5 A»., 

4- i2 Ao,i A,,, A,,o A,,i Ai,» As,, 

— 32 Ao,o A,,i Af,s A,,4 Av,s As,î-H a2 AJ,i Ai,, A,,^ Aj.s A,,, 

3 1 Ao,o Al,, A,,, A,.4 A4,, As,t — a2 Ao.i Aj,, A,,, A,,^ A^,, As,©. 



pourvu que l*on indique toujours à Taide du signe 2 placé devant un 
terme la somme faite de ce terme et de tous les termes semblables. 

Les principes établis dans cette Note conduisent de la manière la 
plus simple et la plus directe à la détermination d'une fonction alternée 
dont on se propose d'obtenir la valeur en calculant séparément chaque 
terme. Mais il importe d'observer que, pour de grandes valeurs de /i, 
la réduction en nombres des divers termes calculés chacun à part 
devient impraticable, en raison de la grandeur excessive du produit 

Comment doit-on s'y prendre alors pour obtenir, sans trop de dilli- 
culté, la valeur numérique de la fonction alternée? C'est une question 
qui mérite d'être examinée, et qui sera l'objet d'un nouvel article. 



122. 

Analyse biathématique. — Mémoire sur diverses formules relatives 

à V Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. R., t. XII, p. 698 (26 avril 1841). 

Ce Mémoire sera divisé en deux paragraphes. 

Dans le premier paragraphe, je déduirai, des relations qui existent 
entre les coefficients d'une équation algébrique et les sommes des 
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puissances semblables de ses racines, une formule qui jouit d'une 
propriété singulière. Pour toutes les valeurs entières et positives, attri- 
buées à deux v«iriables que cette formule renferme, le premier membre 
se réduit à la plus petite variable ou à zéro, suivant que la plus petite 
variable divise ou ne divise pas la plus grande. 

Dans le second paragraphe, je m'occuperai de nouveau d'une ques- 
tion souvent traitée par les géomètres, savoir, de la résolution des 
équations indéterminées du premier degré en nombres entiers. On con- 
naît la solution algébrique que M. Binet et M. Libri ont donnée de ce 
problème, pour le cas de deux inconnues. Mais, quelque simple que 
soit, sous le rapport analytique, la solution dont il s'agit, nous verrons 
qu'elle peut être encore simplifiée, de manière à ne plus exiger la 
formation de Tables qui offrent la décomposition d'un nombre entier 
quelconque en facteurs premiers. 

Quand on sait résoudre les équations indéterminées à deux incon- 
nues, on sait aussi résoudre les équations qui renferment trois ou un 
plus grand nombre d'inconnues, puisqu'on peut commencer par choisir 
arbitrairement quelques-unes de ces dernières. Mais il peut arriver 
que, dans un problème indéterminé, on ait seulement besoin de con- 
naître les valeurs entières, nulles ou positives, des inconnues, et ces 
valeurs seront certainement en nombre fini, si, dans le premier membre 
d'une équation linéaire donnée, les coefficients de toutes les inconnues 
sont des quantités de même signe. Alors la question se réduit à dé- 
composer un nombre entier donné en parties égales ou inégales, dont 
chacune soit un terme d'une suite finie donnée. Cette question se 
reproduit dans diverses circonstances, par exemple quand on se pro- 
pose de développer les puissances d'un polynôme qui renferme un 
nombre fini ou infini de termes, de déterminer les sommes des puis- 
sances semblables des racines d'une équation algébrique ou transcen- 
dante, ou de calculer les nombres de Bernoulli. Dans ces cas, et dans 
plusieurs autres, le coefficient de l'une des inconnues se réduit à l'u- 
nité, ce qui permet de résoudre assez facilement la question, en com- 
mençant par fixer la valeur de l'inconnue dont le coefficient est le plus 
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grand. Au reste, j'indiquerai un moyen facile de résoudre, dans tous 
les cas, les questions de ce genre, et même de les réduire à de simples 
soustractions. 

§ I. — Relations qui existent entre les coefficients d*une équation algébrique 
et les sommes des puissances semblables de ses racines. Formules singulières 
déduites de ces mêmes relations. 

Soit m un nombre entier quelconque. On aura, comme l'un sait, 

(i) (.r-f-j-h j. . .)"* = 2(a, 1), c, ,.,)x^Y^z*'y ..., 

la sommation que le signe 1 indique s'étendant à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives de a, b, c, ... qui vérifient la condition 

a -h b -f- c -h. . .=^ /w, 

et le nombre entier que représente l'expression (a, b, c, . . .) étant dé- 
terminé parla formule 

I . 2 . . . W 



(n, b, c, . . .) = 



(i.2...a)(i.2...b)(i.3...c)... 



ou l'on doit omettre, dans le second membre, celles des quantités 
a, b, c, ... qui se réduiraient à zéro; en sorte qu'on trouvera, par 
exemple, en supposant 

a:=z/?i, b=ic=...=^o, 

1 . 2 ... m 
(a, b, c, ...) = (m,o,o, ...)= — — = >• 

Si, dans la formule (i), on remplace la somme 

X -h V -f- 5 -H . . . 

par un polynôme de la forme 
on en conclura 

(2) X'«--=A,„x'"-hA,„-.,j:"'^»-+-...-hA,;,„x'"«, 
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m 

la valeur de A^ étant donnée par la formule 

(3) A|=:2(a,b, . . ., h,k)/». . .p^q^f 

dans laquelle la sommation indiquée par le signe 1 devra s'étendre à 
toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, 1), • • • ) i) ) *^ 

qui vérifieront les deux conditions 

a -h b -H . . . H- h -h k "- niy 
a -+- 2 b 4- . . . H- ( w — I ) lu- // k =z /. 

Des équations (i), (2), (3), jointes aux deux suivantes 



(4) c'-^— 14- 07 4- 



j:» 



1 .'j 



j;' vC' 



( 5 ) I ( I 4- »r ) 1= j:- h -g . . . , 

2 o 

on déduit aisément les formules qui expriment les relations existantes 
entre les coefficients d'une équation algébrique et les sommes des 
puissances semblables de ses racines. Rappelons d'abord ces dernières 
formules en peu de mots. 

Soient a, 6, y, ... les racines de l'équation algébrique 

(<)) x'*4-«i^''"*4-at.r'*"'4-. . .4- ^«_|^4- «« — o, 

^^ 

5,==:a'4-6'4-7'4-.. . 

la somme des e*"*** puissances de ces racines. En posant 

1 

dans l'équation identique 

vr'*4- «iJ?'*~* 4-. . .4- ««-,0:4- «„— (x — a) (x — 6) (»t — y). . ., 

on en conclura 

(7) 1 4-^1-3 4-. . .4-«„_i5"-*4-artS'»=ii {i — ûcz){i — Gz){i — yz), . .; 
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puis, en prenant les logarithmes népériens des deux membres de l'é- 
quation (7), et ayant égard à la formule (5), on trouvera 

(8) .ç, j -f- }.Vi5'h- J.Vj5'-+-. . . = — 1(i -h ^1^ -h. . .-h «« .i5"-*-f- ^;,:;"), 

et, par suite, 



- (5, 5 4--#, :* * - »t5'+-. , 



si maintenant on développe les seconds membres des équations (8), 
(9) à l'aide des formules (4), (5), jointes à la formule (3), et si dans 
les équations nouvelles ainsi obtenues on égale entre eux les coeffi- 
cients des puissances semblables de j, on en conclura 



(II) a,=i(-i)-^»»^-*-»»^^ ^^'^^ ^^'^^ 



1 . 2 ... (a -h 1) -h ... -h il -h k ) 



<H)-(;r^^--)(i-^"'^' 



I devant être, dans la formule (11), inférieur ou tout au plus égal à n, 
et la sommation que le signe 2 indique devant s'étendre, dans chacune 
des formules (10), (ri), à toutes les valeurs entières, nulles ou posi- 
tives, de 

a , D) • • • > n« K 

pour lesquelles se vérifiera la condition 

(12) a -h ab 4-, . .-+- (/i — i)h 4- «k =1/. 

II sera d'ailleurs facile de calculer ces valeurs, en commençant par 
déterminer celle de A, puis celle de A, .... Ainsi, par exemple, si 
l'on a 

alors l'équation (12), étant réduite à 

a-h2l)-4-3c = 7, 
sera évidemment vérifiée par les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, c 
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qui satisferont à l'un des trois systèmes de formules 

c=io, a 4- 2b 1=7, 
c= I, a H- 2b = 4» 
c = 2, a -+- 2b = I. 

On reconnaîtra pareillement que l'on vérifie l'équation 

a -h 2b = 7 



en prenant 



ou 



ou 



ou 



l'équation 



en prenant 



ou 



ou 



et l'équation 



en prenant 



b = 0, a = 7, 



b =: I , a = 5, 



b = 2, a = 3, 



b = 3, a = 1; 



a -h 2 b = 4 



b = o, a = 4, 



b = 1, a = 2, 



b = 2, a — o; 



a -h 2b ~i 



b ^ri o, a = I . 



Donc enfin les valeurs nulles ou positives de 



a, b, c, 



propres à vérifier I9 formule 



a -h 2b-+-3c = 7, 
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se réduiront à Tun des systèmes de nombres 

7» o» o. 
5, I, o, 

3, 2, o, 
I, 3, o, 

4, o, I, 

2, I, I, 
o, 2, I, 

I, Oy S). 

Cela posé, la formule^ (lo) donnera, pour /i = 3, « = 7, 

'"" i — i(2,i,i)aîa,a, — i(2,i)aîa,4-i(»»2)aiaî 

OU, ce qui revient au même, 

5- 1= — a J — 7 ( a J a, H- 2 «î a5 4- «1 ajl — a{ a, — 3 a J a, «, — «î «a 4- «i aj ). 

Telle est effectivement la somme des 7»«"«» puissances des racines dv 
Téquation 

X* -h flj x' 4- «î -r -H fl', := o. 

Si, dans les formules (10), (11), on prend successivement pour 1 les 
divers nombres entiers 

» > 2, Oy L^y sjf • • • f 

en laissant la valeur de n arbitraire, on retrouvera des formules don- 
nées très anciennement par Ëuler, savoir, 

5,= — a,, 

Sz=2 — aj -h 3a|at— 3a8, 

5^ = a{ -4- 2 «î — 4 «î «1 4- 4 «t «3 — 4 «4» 

5j=: — a* -h 5 a* a, — 5 «; a, -h 5 rr, ûf î 4- 5 aj ûTi -h 5 a, a, — 5 flj. 

Œuvres de C. — S. 1, t. VI. < 4 
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et 



ayZ=L S 



It 



1.2 



a,=: 



3= — ——5(5} — 3^1 5, H- 2 5j), 
I • 2 • O 



«1=: 



ô~ii^\ — O-çJ^jH-Si* 4- 8^,.?, — Gsj), 






Il existe des relations dignes de remarque entfe les valeurs de 

^|> ^J» "^3f • • • » 

fournies par l'équation (10), et les coefficients des diverses puissances 
de z dans le développement de l'expression 

En effet, désignons par 

*lf *t» *3» • • • 

ces coefficients, en sorte qu'on ait 

= 1 — (rtj j 4-. . .H-a,»^'») H- (eii;; -h. . .-+- a^jS")* — . . ., 

et, par suite, en vertu de la formule (3), 

(i3) t = l{- ,).^i.+...+h+k(a, b, .... h, \)a\ a\... a\_, a\, 

la sommation que le signe 2 indique s'étendant à toutes les valeurs de 

qui vérifient la condition (12). Comme l'équation (8), différentiée par 
rapport à :;, donnera 
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et, par suite, 

on en conclura 

Il suit évidemment des formules (i3) et (i5) que, dans la valeur 
générale de s^ donnée par Féquation (10), tout comme dans les valeurs 
précédemment trouvées de 

*I> «^î» •'!> *4> *S> • • • » 

le coefBcienf. numérique d*un terme quelconque sera toujours un 
nombre entier. Donc, par suite, le produit 

(n, b, . . ., Il, k) 
a H- b H- ...-)- h 4- k ' 

dans lequel 

/ = a -+- 2b -H. . .4- (/* — i)h 4- /ik, 

sera toujours un tel nombre. Cette proposition s*accorde avec un théo- 
rème que nous démontrerons tout à l'heure. 

Il nous reste à exposer plusieurs conséquences remarquables des for- 
mules générales que nous venons d'établir. 

Observons d'abord que si l'on diflerentie l'équation (i) par rapport 
à l'une des variables x^ y, z, ..., par rapport a x par exemple, on 
trouvera 

m{x-hy -h z-h, . .)"*"*== -a (a» b, c, . . .)-^* -» y»5«- 

Donc, par suite, l'expression 

u(af b, c, . . .) 

représentera le coefficient du produit x^'^y^z^... dans le développe- * 
ment de 

en sorte qu'on aura 

a(ay b, c. . . .) =1 /?i(a — I, b, c, . . .) 
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ot 

(i6) ?L(^iJl!^i^^)=(a-,,b,c, ...), 

ni 

la valeur de m étant 

L'équation (i6), qu'on peut établir directement, puisqu'elle devient 
identique quand on y substitue les valeurs des expressions 

(a, b, c, . ..)» (a — i,b, c, ...)> 

subsiste d'ailleurs lorsqu'on échange entre elles les lettres a, b, c, 

Il en résulte que chacun des produits 

a(a, b, C) . . .)) I^(ai b, C) . . .)) c(a, b, ...)> 
est divisible par le nombre 

m = a -h b 4- c 4- — 

Donc ce nombre divisera le produit 

03 (dy b) c, . . .)> 
si le facteur ta est de la forme 

aa -H bi'-f- cw -h. . ., 

u, {\ (V, ... désignant des quantités entières positives ou négatives. 
Cela posé, pour vérifier l'exactitude de la proposition ci-dessus énon- 
cée, il suffira d'observer que le facteur 

e^a-Hsib-h...-t-(/i — i)h-+-/ik 

est précisément de la forme indiquée. Ajoutons que le plus grand com- 
mun diviseur des nombres 

%Xf Uf c, ... 

est de la même forme. On peut donc énoncer encore la proposition sui- 
vante. 
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Théorème I. — Soient m la somme des nombres 

cl y Uy l^f • • • 

el (o leur plus grand commun diviseur. Le produit 

&)(a, b, Cy . . .) 
sera toujours divisible par /n. 

Corollaire L — Dans le développement de 

le coefficient numérique M d'un terme quelconque sera divisible par m, 
si aucun entier ne divise les exposants de toutes les variables dans ce 
terme. Dans le cas contraire, le plus grand commun diviseur cd de ces 
exposants rendra le produit coM divisible par m. Ainsi, par exemple, 
dans le développement de 

le plus grand commun diviseur 3 des exposants 3 et 6, dans le terme 

(3,6)xV, 

rendra le produit 

3 X (3, 6) = 3.84 

divisible par 9. 

Corollaire IL — Le plus grand commun diviseur w des nombres 

dy IJ| O, • • • 

devant diviser leur somme m, il en résulte que, dans le développe- 
ment de 

m divisera l'exposant numérique de tout terme ou l'exposant d'une 
seule des lettres x^ y^z^ ... sera premier à /n. Par exemple, dans le 
développement de 

tous les coefficients numériques seront divisibles par 9, à l'exception 
des suivants : 

I, 84 = (6, 3) = (3, 6), i68o=:(3,3, 3). 
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I 



Corollaire III. — Si m est un nombre premier, le coefficient i de 
x'", de y", de z"*, . . . sera le seul qui ne soit pas multiple de m, ce que 
Ton savait déjà. 

Considérons maintenant la formule (lo), et appliquons-la au cas où 
l'équation ((>) se réduirait à 

X" — I =z o. 

Alors, a,, a^, . .., a„_4 étant nuls, on verra, dans le second membre de 
là formule (lo), disparaître tous les termes qui ne correspondront pas 
h des valeurs nulles de 

Oi D) •••9 *^ 9 

et, par suite, on trouvera 

5/:iz:/l ou J/= O, 

suivant que {'vérifiera ou ne vérifiera pas la condition 

c'est-à-dire, suivant que i sera ou non divisible par n. Or, en compa- 
rant la valeur de i ou de Si avec celle que Ton obtiendrait si Ton appli- 
quait directement la formule (lo) aux deux équations 

dans lesquelles peut se décomposer l'équation donnée 

X^ — 1 = 0, 

on se verra immédiatement conduit à la proposition suivante : 
Théorème II. — Si Ton pose généralement 

yr^ t I \a-»-b+-...-f h4-k 

le nombre des quantités 

a, 1), . . ., h 

étant n — \ ^ et kl sommation que le signe 2 indique s * étendant à toutes les 
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valeurs eniiérrs, nulles ou positives de a, b, ...» h qui vérifieni la con- 
dition 

(i8) a -h 2b -h. . .-*-(/# — Oli = I, 

on trompera 

Si =: n on Si —- o, 

suivant que n sera ou ne sera pas diviseur de i. 

Corollaire. — Si Ton pose /i = 2, le théorème précédent donnera 



(«9) >-H(— O'^lj-î-H-:: ir-i -^ 



'À 2.3 



=: 3 ou o; 



par conséquent 






ou O. 



suivant que i sera ou ne sera pas divisible par n. I/équation (19) s^ac- 
corde avec le théorème donné par M. Stern pour la sommation de la 

série finie 

1 — 3 . (/ — /4)(i — 5) 



2.3 



• • • • 



Le théorème de M. Stern peut donc être considéré comme renfermé 
dans le théorème II. 

Nous avons déjà remarqué que, dans la formule (11), t était supposé 
inférieur ou tout au plus égal à n. Si le nombre entier 1 devenait supé- 
rieur au nombre entier /i, alors, a^ devant être considéré comme égal 
à zéro, on déduirait évidemment de Téquation (9), non plus la for- 
mule (11), mais la proposition suivante: 

Théorème III. — Lorsque le nombre i surpasse le degré n d'une équa- 
tion algébrique^ les sommes 

^1» ^îf ^j» • * • 

des puissances semblables des racines de cette équation vérifient la formule 
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le signe 2 s' étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

cly Uf \jf • ■ • 

pour lesquelles on a 

(aa) a 4- ab 4- 3c4-. . . = /. 

Corollaire I. — Si, pour fixer les idées, on prend /i = 2, i = 3, l'é- 
quation (20) donnera 

5} — 35i*i-h 2*,=i o. 

Corollaire IL — Si l'équation donnée se réduit à 

a?" — 1 = 0, 

alors dans la suite 

*i> ^i> *j* ••• 

tous les termes s'évanouiraient, à l'exception des suivants 

S\nx S^fif Sifij . . . 

qui seront égaux à n. Par suite, dans le premier membre de l'équa- 
tion (21), tous les termes s'évanouiront d'eux-mêmes, si 1 n'est pas 
divisible par n. Si au contraire i est divisible par /i, l'équation (21) 
pourra s'écrire comme il suit 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières,' nulles ou positives, 
de a, b, c, . . . pour lesquelles on aura 

a-}-ab-h3c-h...= -• 

/i 

Mais - peut être l'un quelconque des nombres entiers supérieurs à 

l'unité. Donc la formule (22) se vérifiera toujours, si dans cette for- 
mule la sommation indiquée par le signe 2 s'étend à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives, de a, b, c, . . . qui offrent pour somme un 
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nombre donné, supérieur à l*unîté. Au reste, cette conclusion pour- 
rait être immédiatement déduite de Inéquation identique 

' t ' ■ \ 



123. 

Analyse mathêiiatiqie. — Mémoire sur diverses /annules relatives 

à l'Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. R., t. XII, p. 8i3 (lo mai i8ii). [Suite] 

§ II. — Sur la résolution des équations indéterminées du premier de^ré 

en nombres entiers. 

Supposons qu'il s'agisse de résoudre, en nombres entiers, une équa- 
tion indéterminée du premier degré à plusieurs inconnues. Si ces 
inconnues se réduisent a deux 

^» .V, 

l'équation indéterminée sera de la forme 

(i) ax -h by :^ ky 

a, b, /- désignant trois quantités entières, et ne pourra être résolue que 
dans le cas où le plus grand commun diviseur de a et de b divisera X\ 
Mais alors on pourra diviser les deux membres de l'équation (i) par ce 
plus grand commun diviseur, et, comme on pourra, en outre, si a est 
négatif, changer les signes de tous les termes, il est clair que l'équa- 
tion (i) pourra être réduite à la forme 

("i) mjc± ny =z:Èz l, 

/, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre 
eux. 

Œuvres de C. — S. I, t. VI. I *> 
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Observons maintenant que l'équation (2) coïncide avec l'équivalence 

mx^±il (mod/i) 
ou 

(3) x^±L- (mod/i), 

m 

et qu'en vertu de la formule 

— =/ X — (mod/i), 

m m 

la résolution de l'équivalence (3) peut être réduite à celle de la sui- 
vante : 

(4) j:*= — (mod«). 

m 

D'autre part, si n est un nombre premier, on aura, d'après un théo- 
rème connu de Fermât, 

(5) m'»-*~i (mod/i), 



par conséquent 



— ~ /n"-2 (niod/i). 



Donc alors m'^~^ sera une des valeurs de x propres à vérifier l'équiva- 
lence (4), de sorte qu'on résoudra cette équivalence en posant 

(6) n^m^-'^ (mod/i). 

Telle est la conclusion très simple à laquelle M. Libri et M. Binet sont 
parvenus pour le cas où le module n est un nombre premier. Pour 
étendre cette même solution à tous les cas possibles, il suffirait de 
substituer au théorème de Fermât le théorème d'Euler suivant lequel, 
n étant un module quelconque et m un entier premier k n, on aura 
généralement 

(7) m^ = i (mod/i) 

si l'exposant N renferme autant d'unités qu'il y a de nombres entiers 



EXTRAIT N" 123. 115 

inférieurs à /* et premiers à /i ( * ). En effet, Téquation ( 7) étant admise, 
on en conclura 



— = m^-^ (mo(l/i) 



et, par conséquent, 



wi'^-' 



sera Tune des valeurs de x propres k vérifier Téquivalence (4)» de sorte 
qu'on résoudra cette équivalence en prenant 

L'équivalence ('1)» étant résolue comme on vient de le dire, entraî- 
nera la résolution de l'équivalence (3) qui coïncide avec l'équation (2), 
et, par suite, la résolution de l'équation (1), dans le cas où le plus 
^rand commun diviseur de a et de 6 divisera k. On résoudra, en parti- 
culier, l'équivalence (3) en prenant 

(9) wF=iih /ii^~'/ (mod/i). 

( ^ ) M. Poinsol nous a dit avoir remis aulrefois à M. Lc«:enclrc une Note manuscrite dans 

laquelle il avait ainsi étendu à des modules quelconques la solution présentée par M. Binet, 

et relative au cas où N est un nombre premier. Dans celte môme Note, M. Poinsot donnait 

du théorème d'Euler la démonstration suivante, analogue à celle qui, dans le Mémoire do 

M. Binet, se trouve appliquée au théorème de Fermât. 

Soient 

I, Of ùf r, ... 

ia suite des entiers inférieurs à //, mais premiers à /i; N le nombre de ces entiers, et m l'un 
quelconque d'entre eux. La suite 

m, aniy ùm, cm, 

se composera encore de termes, premiers à /i, mais qui, di\isés par n, donneront des restes 
différents. Donc chaque terme de la seconde suite sera équivalent, suivant le module n, ù 
un seul terme de la première, et Ton aura 

i.a.^.c. . . SH m,am,bm.cm. , . ^ i.a,b,c, . ,m^ ( mod//) 

ou, ce qui revient au même, 

i,a.b,c...(m^- i) — o (mod/i), 

puis on en conclura 

m^ — I £3 o ou m^ ^ I ( mod n ) 
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En résumé, Ton pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — a, é, A désignant trois quantités entières ^ on pourra 
tvsoudre en nombres entiers l'équation indéterminée 

(i) a.v 4- by=z A*, 

si le plus grand commun diviseur de a et de b divise k. Supposons d'ail- 
leurs quen divisant a, b^ c par ce plus grand commun diviseur, et chan- 
geant s'il est nécessaire les signes de tous les termes de l'équation ainsi 
obtenue, on la réduise à la suivante 

( i ) mx zh ny = -±11, 

ou, ce qui revient au même, à l'équivalence 

(3) x==h— - (mod/«), 

Ij m, n désignant trois nombres entiers^ et m, n étant premiers entre eua\ 
Pour verger VéquivcUence (3), il suffira de poser 

N désignant le nombre des entiers inférieurs à n, mais premiers à n. 
Corollaire L — L'équation indéterminée 

ax -h 6r = A* 

est toujours résoluble en nombres entiers, non seulement lorsque les 
coefRcients a, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais 
aussi lorsque la valeur numérique du terme tout connu k est égale au 
plus grand commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand 
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux 
quantités entières a, b peut toujours être présenté sous la forme 

ax 4- br, 
.r, y désignant encore des quantités entières. 



EXTRAIT N» 123. 117 

Corollaire IL — /, m, n désignant trois nombres entiers, et //«, n étant 
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire par des valeurs entières 
dex, V à Téquation 

mx — ny =i±. l, 

D*ailleurs les diverses valeurs de x propres à vérifier cette équation 
ou, ce qui revient au même, l'équivalence 

-r==±: — (mod/2) 
m 

sont toujours équivalentes entre elles suivant ce module /<; en sorte 
que. Tune d'elles étant désignée par ^, on aura généralement 

z désignant une quantité entière positive ou négative. 

On déduit aisément du théorème I celui que nous allons énonrer : 

Théorème II. — Soient 



n=^n,n. 



un module décomposable en deux facteurs /i^, n^ premiers entre eux ; 
r l'un quelconque des entiers inférieurs à /i, mais premiers an, et 

les restes qu'on obtient quand on divise r par le premier ou le second des 

deur facteurs 

n,, n • 

Non seulement à chaque valeur de r correspondra un seul système de 
valeurs de r, r^, m>ais réciproquement y à chaque système de râleurs de 
r^, r^, correspondra une seule valeur de r. 

Démonstration. — D*abord r^, élant le reste de la division de r |>ar /i, 
sera complètement déterminé quand on connaîtra r, et Ton pourra en 
dire autant de r^. De plus, à deux valeurs données de 
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correspondra une valeur de rqui devra être de chacune des formes 

ii\ Y désignant deux quantités entières. Or les deux équations 
entraîneront la formule 

OU 

et les valeurs de -z-, propres à vérifier cette formule, seront de la forme 

\ désignant l'une quelconque de ces mêmes valeurs, et z une quantité 
entière, positive ou négative. Cela posé, si Ton fait, pour abréger, 

Téquation 
donnera 

OU, ce qui revient au même, 

/• = c^ -h nz. 

Or, puisque les diverses valeurs de rque déterminerait cette dernière 
équation, si la quantité entière z restait arbitraire, sont équivalentes 
entre elles suivant le module n, il est clair qu'une seule sera positive 
et inférieure à n. Donc, à des valeurs données de r^, /;, correspondra 
une seule valeur de r, positive et inférieure a n. Si Ton étend le théo- 
rème II au cas où le module n est décomposable en plus de deux fac- 
teurs, on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème III. — Soient 
un module décomposable en plusieurs facteurs 
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qui soient tous premiers entre eux; r Tun quelconque des entiers inférieurs 

à ny et 

/• /" /• 

les restes quon obtient quand on divise rparTun des facteurs 

'*/7 ''tf» "itfï . . . • 

Non seulement à chaque valeur de r correspondra un seul système de 
valeurs de r,, /',,» z*^, . - ., ^nais réciproquement, à chaque système de valeurs 
de r^r^,, r^, ... correspondra une seule valeur de r. 

Démonstration. — En raisonnant comme dans le cas où les facteurs 
Ai^, n,^, ... se réduisent à deux, on prouvera d'abord qu'à chaque valeur 
de r répond un seul système de valeurs de r„ r,^, r^ Soit d'ail- 
leurs 



/^' 



le produit des facteurs de n différents de n^, en sorte qu'on ait 



/*'=— — n.n. . . . 



et nommons r' le reste de la division de r par n\ En vertu du théo- 
rème I, si les facteurs n,, /i^^, n^^ se réduisent à trois, on verra corres- 
pondre une seule valeur de r' à chaque système de valeurs do r,,, r , et 
une seule valeur de rà chaque système de valeurs de r^, r\ par consé- 
quent à chaque système de valeurs de r,, r,,, r^. Ainsi l'on passe facile- 
ment du cas où le nombre des facteurs de n est 2 au cas où ce nombre 
devient égal à 3. On passera de la même manière du cas où il existe 
trois facteurs de n premiers entre eux au cas où il en existe quatre, et 
ainsi de suite. Donc le théorème III est généralement exact, quel que 
soit le nombre des facteurs premiers de n. 

Corollaire. — Le module 



n = n, n^ n^ . 



étant décomposable en facteurs 

n„ /^, n^. 
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qui soient premiers entre eux, nommons toujours 

/• Tun quelconque des entiers inférieurs à n , mais premiers à n ; 
/•^ l'un quelconque des entiers inférieurs à ai^, mais premiers à «,; 
i\ Tun quelconque des entiers inférieurs à n^, mais premiers à /i^; 
• _ j 

et soient, en outre, 

N le nombre des valeurs de /• ; 

N, le nombre des valeurs de r,\ 

N' le nombre des valeurs de /\; 



Les systèmes de valeurs que l'on pourra former, en combinant une 
valeur de r^ avec une valeur de r,^, avec une valeur de r^,, ..., seront 
évidemment en nombre égal au produit 



/ // 4tf * • • • 



Donc, puisqu'à chacun de ces systèmes correspond une seule valeur de 
r, et réciproquement, on aura 

11 sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons 
énoncer.» 

Problème I . — Déterminer le nombre N des entiers inférieurs à un module 
donné n et premiers à ce module. 

Solution, — Pour résoudre aisément ce problème, il sera bon de con- 
sidérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant 
que le module n est un nombre premier, ou une puissance d'un nombre 
premier, ou un nombre composé quelconque. 

Or : I® si le module n est un nombre premier, alors les entiers 

I, 2, 3, . . . , n — I, /i, 

non supérieurs au module /i, étant tous, à l'exception de n, premiers à 
ce module, on aura évidemment 

(lo) N — w — I. 
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Alors aussi, la solution que fournira le théorème 1, pour une équation 
indéterminée, ne différera pas de la solution donnée par M. Libri et 
par M. Binet. 
n^ Si le module 



/li= V* 



se réduit à une certaine puissance d'un nombre premier v, alors, parmi 
les entiers 

I, a, 3, • * •, /* — ', /*» 

dont le nombre est /i, les uns, divisibles par v, seront le produit de v 

par les entiers 

, n 

1 , 2, O, . « • f — > 



dont le nombre est -; les autres, premiers à v, ou, ce qui revient au 
même, à /i, seront évidemment en nombre égal à la différence 



n / i\. 

V V v/ 

On aura donc 

(n) N=:/j (i— -î-j=v*-'(v — i). 

3^ Si le module n est un nombre entier quelconque, on pourra tou- 
jours le décomposer en facteurs dont chacun se réduise à un nombre 
premier ou à une puissance d'un nombre premier. Nommons 

";, «*i w^» ... 
ces mêmes facteurs, en sorte qu'on ait 



et 



I M 4li 



/ t ' M lé' tf tu' 



V, v^, v^, ... désignant des nombres premiers distincts les uns des 
autres. Représentons d'ailleurs par 

N^ le nombre des entiers inférieurs et premiers à n, , 
N^ le nombre des entiers inférieurs et premiers à /t^, 
N^ le nombre des entiers inférieurs et premiers à /t^, 

OKuerrf de C. — S. I, l. VI. 1 6 
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Le corollaire du théorème ITI donnera 

(12) N=:N^N,N^..., 

puis on en conclura, eu égard à la foruïule (i i), 

.=„(,_i)(,_i)(,_±).. 

ou, ce qui revient au même, 

(i4) N = vf-i vï ' v«^-«. . . (V,- I) (V,- I) (v^- I). . . . 

Corolbiire. — Lorsque le module n se réduit au nombre 2, ou plus 
généralement à une puissance 2* de ce même nombre, la valeur de N, 
en vertu de la formule (lo) ou (i i), se réduit à l'unité ou plus généra- 
lement à 2*"', en sorte qu'on a 

Revenons maintenant au théorème L On peut évidemment, dans ce 
théorème et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N des 
entiers inférieurs au module n, mais premiers à n, par l'une quelconque 
des valeurs de /pour lesquelles se vérifie l'équivalence 

(i5) /«'==i (mod/i). 

Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure à toutes les autres, 
et qui, pour ce motif, doit être employée de préférence. D'ailleurs 
cette valeur particulière de /jouit de propriétés remarquables qui peu- 
vent servir à la faire reconnaître et calculer. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Les nombres entiers m, n étant supposés premiers entre eux, l'unité 
sera certainement, dans la progression géométrique 

1, /?i, m*, m', ..., 

le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module n, à l'un 
des termes suivants. En effet, une équivalence de la forme 

m'= m*-^' (mod/i)i 
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dans laquelle 1 et i seraient entiers et positifs, entraînera nécessaire- 
ment une autre équivalence de la forme 

i==m' (mod/i), 

dans laquelle le terme m' de la progression se trouverait remplacé par 
l'unité. Ajoutons que, si m' représente la moins élevée des puissances 
entières et positives de m, équivalentes à Tunité suivant le module /i, 
le reste que l'on obtiendra en divisant par n les termes de la pro- 
gression 

formera une suite périodique, dans laquelle les i premiers termes seront 
différents les uns des autres. Représentons par 

I, m', m', ..., m'*~*^ 

ces premiers termes. Comme, dans la progression dont il s'agit, deux 
termes seront équivalents entre eux suivant le module n quand ils 
répondront à des exposants de la hase m équivalents entre eux suivant 
le module i, on aura évidemment 

li6) \ m* =m'^« =-£/ii*'-^* — ... = //!% > (mod/«) 

' \ 

(/exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base m, pour 
obtenir un nombre équivalent suivant le module /i à un reste donné, 
est ce qu'on nomme Y indice de ce nombre ou de ce reste. Cela posé, il 
est clair que, dans les formules (iG), les indices correspondants an 
reste i seront représentés par les exposants 

• ■ 

les indices correspondants au reste m' par les exposants 

I , I -h 1 , 2 i -f- I , . . . , 
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les indices correspondants au reste m* par les exposants 

enfin les indices correspondants au reste /n^'"*^ par les exposants 

/ — I , a « — 1 , 3 1 — I , .... 

Donc, puisque les restes 

I, m\ m\ ..., m^'-»^ 

seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de Tunité 
seront les divers multiples de i, et le plus petit de ces indices ou le 
nombre i montrera combien la suite périodique des restes» indéfini- 
ment prolongée, renferme de restes différents. L'étendue de la période 
formée avec ces restes 

I, m', m', ..., m^'-*^ 

se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de Tuniié, au- 
quel nous donnerons, pour celte raison, le nom A' indicateur. Cela posé, 
on pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

Théorème IV, — m, n désignant deux nombres entiers, et m étant pre- 
mier à n, les seules puissances entières et positives de m qui seront équiva- 
lentes à f unité, suivant le module n, seront celles qui ojfriront pour expo- 
sants V indicateur i correspondant à la hase m et ses divers multiples. 

On déduit immédiatement du théorème IV celui que nous allons 
énoncer : 

Théorème V. — Si le module n est décomposable en divers facteurs w^, 
n^, . . ., en sorte qu'on ait 

et si, la base m étant un nombre premier à n^on nomme 

les indicateurs correspondants aux modules 

"/» "*» • • • > 
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l'indicateur i, correspondant au module /i, sera le plus petit nombre entier 
qui soit dis^isible par chacun des indicateurs i,^ i^, . . . • 

Démonstration. — En effet, Tindicateuri correspondant au module n 
sera la plus petite des valeurs de / pour lesquelles se vérifiera la formule 

/w'=i (niod/i). 

D*ailleurs, n étant égal au produit des facteurs //,, n^, ..., cette for- 
mule entraînera les suivantes : 

//i' = i (mod/ij, m' ESI (moi\n^)y .... 

Donc, en vertu du théorème précédent, i devra être li la fois un des 

multiples de /i,, un des multiples de n^ Donc la valeur cherchée 

de I sera la plus petite de celles qui seront à la fois divisibles par /i,, 
par /i^,, .... 

L'indicateur I, correspondant à un module donné /i, varie générale- 
ment avec la base m; mais cette variation s'effectue suivant certaines 
lois, et Ton peut énoncer à ce sujet les propositions suivantes: 

Théorème VI. — Sila base m est décomposable en deux /acteurs 

//i . m , 

auxquels correspondent des indicateurs 

premiers entre eux^ dans le cas où le nombre n est pris pour module, on 
aura, non seulement 

meus encore, en désignant par i r indicateur correspondant à la base m et 
au module /i. 



• • 



i = I, i,. 



Démonstration, — L'indicateur i relatif k la base m vérifiera la for- 
mule 

w'= I (mod/i), 

de laquelle on tirera 
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ot, généralement, si Ton désigne pary un multiple quelconque de i, 

(!;) mJ=i (mod/i) 

ou, ce qui revient au même. 

D'autre part, les indicateurs i,, i,,, relatifs aux bases /w^, m^,, vérifieront 
les équivalences 

(M)) /n^''=i, 'w;[*=i (mod/{); 

et il suffira que i^ divise y pour que la première des formules (19) en- 
traîne l'équivalence 

m{=i (mod/i), 

par conséquent, eu égvd à la formule (18), l'équivalence 

m{=i (mod/i), 

qui suppose {voirie théorème IV)y divisible par 1,,. Ainsi, de ce que le 
nombre i vérifie l'équivalence 

m'L^i (mod/i), 

il résulte que tout multiple de /, divisible part, sera en même temps 

divisible par ï^/, en sorte que i^, divisera nécessairement le produit ii,, et 

par suite le nombre i, si /, 1,, sont premiers entre eux. Mais alors i, 

divisible pare', devra l'être pareillement et, pour la même raison, par/^,. 

Donc, si «,, 1^, sont premiers entre eux, tout nombre 1, propre à vérifier 

l'équivalence • 

w'=i (mod/i), 

sera divisible par le produit i\i,,, et l'indicateur correspondant à la 
base m, ou la plus petite des valeurs de 1 pour lesquelles on aura 

//î*i:^î (mod/i), 
devra se réduire à ce produit. 
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s 

Théorème VII. — Soient 



'/» «- 



les indicateurs correspondants à deux bases diverses 

mais à un même module n. Le plus grand commun diviseur (o des indica- 
teurs I,, i^^ pourra être décomposé, souvent même de plusieurs manières, en 
lieux facteurs i/« v tellement choisis^ que les rapports 

- > 

Il i» 

soient des nombres premiers entre eux, et, si l'on pose alors 






l'indicateur i, relatif à la base m, sera le plus petit nombre entier que puis- 
sent diviser simultanément les indicateurs i^, i,^. • 

Démonstration. — Concevons que le plus grand commun diviseur co 
de /,, i,, soit décomposé en facteurs 

of» P» y y • • • > 

dont chacun représente un nombre premier, ou une puissance d*un 
nombre premier. Deux produits 

formés avec ces mêmes facteurs, de manière que Ton ait 



UV =: 0), 



fourniront, pour les rapports 



— > — > 



des nombres premiers entre eux, si Ton fait concourir chaque facteur, 
par exemple le facteur a, à la formation du produit //, quand a est pre- 

mier à - ; du produit v^ quand a est premier à -; enfin du produit u ou 

du produit v indifféremment, quand a est premier à chacun des deux 
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nombres 



h, il 

<x a 



Les deux produits m, {^ étant formés, comme on vient de le dire, pour 
déduire le théorème VII du théorème VI, il suffit d'observer que, 

étant les indicateurs relatifs aux bases 
les nombres entiers 

seront les indicateurs relatifs aux bases 

m'' m\ 

et que, ces indicateurs étant premiers entre eux, la base m déterminée 
par la formule 



m = mj* m^^ 



devra correspondre à l'indicateur 



Il V &J 



Or cette dernière valeur i sera précisément le plus petit nombre entier 
que puissent diviser simultanément les indicateurs i^, /,,. 

Corollaire 1. — Pour montrer une application du théorème VII, con- 
sidérons en particulier le cas où l'on aurait 







n 




78. 




m 


/ 


5, 




m^ 


= 29 




5* 




et 




29* 



Comme 



seront les puissances les moins élevées des nombres 5 et 29, qui, divi 
sées par le module 78, donneront pour reste l'unité, on aura nécessai- 
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rement 

et, par suite, 

attendu que, des deux rapports 

le second seul sera premier au facteur 2 de u>. Cela posé, pour obtenir 
une base /w, correspondante à l'indicateur . 

i = -^-^ = 12, 
il suffira de prendre 

et, puisque 

5 . 29* -- 7 1 = — 7 ( mod 78), 



il suffira de prendre 



//I zzi 7 I . 



Effectivement, 71 '* est la première puissance de 7 1 qui, divisée par 78, 
donne pour reste l'unité. 

Corollaire IL — Étant données deux bases 
qui correspondent à deux indicateurs différents 
on peut toujours trouver une troisième base 

m 

qui corresponde à l'indicateur 1 représenté par le plus petit des nombres 
qui divisent à la fois les deux indicateurs donnés. 

Corollaire III. — Soient 

w„ w,, ni^^ 

trois bases différentes, et 

'.^ '«» '- 

QRuyresdeC.-^S. I, l.VI. «7 
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les indicateurs qui correspondent à ces trois bases, mais à un seul et 
même module n. Si Ton nomme i' le plus petit nombre que diviseront 
simultanément i^, et /^, le plus petit nombre i que pourront diviser 
simultanément i, et i sera en même temps le plus petit des nombres 
divisibles par chacun des trois facteurs 

• • • 

'>» ^Mf ^m' 

D'ailleurs, à l'aide du théorème VII, on pourra trouver, non seulement 
une base m correspondante à l'indicateur i', mais encore une base m 
correspondante à l'indicateur ù Donc, étant données trois bases diffé- 
rentes avec un seul module, on peut toujours trouver une nouvelle 
base qui corresponde à l'indicateur représenté par le plus petit des 
nombres que divisent les trois indicateurs correspondants aux trois 
bases données. En appliquant un raisonnement semblable au cas où 
l'on donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra géné- 
ralement la proposition suivante : 

Théorème VIII. — Étant données plusieurs bases différentes 

'"y> '"-. '''./. •••> 

avec un seul module n, on peut toujours trouver une nouvelle base qui cor- 
responde à l'indicateur représenté par le plus petit des nombres que divisent 
à la fois les indicateurs correspondants auv bases données. 

Corollaire. — Si le svstème des bases données 

m,, m,^, m^, ... 

comprend tous les entiers inférieurs au module donné n et premiers à 
ce module, les indicateurs 

• • • 

'/> 'rf» '/«» • • • 1 

relatifs à ces mêmes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre 
au module n. Cela posé, on doit conclure du théorème VIII que tous 
les indicateurs correspondants à un module donné divisent un même 
nombre qui coïncide avec l'un de ces indicateurs. Il est d'ailleurs évi- 
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dent que ce dernier doit être le plus grand de tous les indicateurs, ou 
celui qu'on peut appeler V indicateur mcucimum. Nommons 1 cet indi- 
cateur maximum. En vertu de la remarque précédente et du théo- 
rème IV, l'équivalence 

(îîo) m'==i (mo(l^i) 

se trouvera vérifiée toutes les fois que le nombre m sera premier au 
module /i; et, dans cette supposition, on résoudra en nombres entiers 
l'équation 

en prenant 

(21) jr—.±m^-^L 

11 nous reste a déterminer, pour chaque module /i, l'indicateur maxi- 
mum I. Cette détermination de l'indicateur maximum se trouve inti- 
mement liée à la recherche des valeurs correspondantes de la base m, 
valeurs que nous appellerons racines primitives du module /i, en géné- 
ralisant une définition admise par les géomètres pour le cas où ce 
module est la première puissance ou même une puissance quelconque 
d*un nombre premier impair. D*ailleurs la détermination dont il s'agit 
se déduit aisément des propositions déjà établies, jointes à quelques 
autres théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème IX. — Soient n un nombre premier, et X une fonction entière 
de x^ dans laquelle les coefficients niunériques des diK^erses puissances de œ 
se réduisent à des nombres entiers. Si l'on nomme rune racine de l* équi- 
valence 

{il) X Z3 o (mod/z), 

et X, un second polynôme semblable au polynôme X, mais du degré immé- 
diatement inférieur, on pourra choisir ce second polynôme de manière que 
ron ait y pour toute valeur entière de x^ 

(23) \ = {x — r)\, (mod/i). 

Démonstration. — En effet, soit R ce que devient X pour x = r. La 
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différence X — R sera divisible algébriquement par a? — r, et le quo- 
tient sera un polynôme X, semblable au polynôme X, mais du degré 
immédiatement inférieur. Comme on aura d'ailleurs identiquement 

et de plus 

R = o (mod/i), 

on en conclura, en attribuant à x une valeur entière quelconque, 

X = (.r — r)\^ (mod/i). 

Corollaire L — En vertu de la formule (23), l'équivalence (22), 
réduite à 

(.r — /•) X, 1= o ( inod n ), 

se décomposera on deux autres, savoir : 

(24) -r — r==o, X; = o (mod/«). 

11 est d'ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puis- 
sance de X restera le même dans les deux polynômes X, X,. Cela posé, 
concevons que, ce coefficient étant premier au module n, la racine r se 
réduise a l'un des entiers inférieurs à ce module, et nommons 

r, /•', /•", ... 

les diverses racines de l'équivalence (22), représentées par divers 
entiers inférieurs a /i. Une racine r', distincte de r, ne pouvant vérifier 
la première des formules (24), vérifiera nécessairement la seconde. Si 
d'ailleurs le polynôme X est du premier degré ou de la forme ax -+- 6, 
a étant premier à /?, on aura 

et, la seconde des formules (24) ne pouvant être vérifiée, l'équation (21) 
n'admettra point de racine distincte de r et inférieure à n. Si le poly- 
nôme X est du second degré, alors, le polynôme X, étant du premier 
degré, la seconde des formules (24) admettra une seule racine infé- 
rieure à n, et par suite l'équation (22) admettra au plus deux racines 
distinctes inférieures à n. En continuant ainsi à faire croître le degré 
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du polynôme X, on déduira évidemment des formules (2^4) la proposi- 
tion suivante : 

Théorème X. — Soient n un nombre premier, et X une fonction entière 
de X, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances de x 
se réduisent à des nombres entiers, le coefficient de la puissance la plus éle- 
vée étant premier au module /i. Le degré du polynôme X ne pourra être 
surpassé par le nombre des racines distinctes et inférieures à n qui vérifieront 

réquivalence 

X -o (mod/i). 

Corollaire I. — Le module n étant un nombre premier, et I étant 
Tindicateur maximum relatif à ce module, chacun des nombres 

inférieurs et premiers au module n^ représentera une valeur de m 
propre à vérifier la formule (20) et sera par conséquent une racine de 

l'équivalence 

.t' — I z^ o (mo(l/i). 

Donc, en vertu du théorème X, l'indicateur maximum I ne pourra être 
inférieur au nombre des entiers 

c'est-à-dire au nombre 

et puisque, en vertu du théorème IV, joint au théorème de Fermai, 
I devra diviser ce même nombre, on aura nécessairement 

(25) I — \ 1-- /i — I. 

Corollaire IL — La formule (25) s'étend au cas mémo où l'on aurait 



n -=2 2, 



et par suite 

Supposons maintenant que le module n cesse d'être un nombre pre- 
mier; alors on établira facilement les propositions suivantes. 
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Théorème XI. — v étant un module quelconque, i un nombre entier, 
X une quantité entière qui nérijie V équivalence 

(9.6) .r==i (modv), 

et z le quotient de x — i par>i, V équation 

j" = I -h V :; 

entraînera C équivalence 

('^7) x'=i4-v/c (moclv^). 

Démonstration. — En effet, dans le développement de 

tous les termes, à Texception des deux premiers, seront divisibles 
par v^. 

Corollaire I. — Si - ou i sont divisibles par v, la formule (27) se ré- 
duira simplement à la suivante : 

(28) x'=i (modv*). 

Mais cette réduction ne pourra plus s'effectuer si z et i sont pre- 
miers à V. 

Corollaire IL — Si i est premier à v, la valeur de x fournie par l'é- 
quation 

j:* := I -h vs 

ne pourra vérifier la formule (28), à moins que z ne devienne divisible 
parv, c'est-à-dire k moins que l'on n'ait 

(29) jr = i (modv'). 

Corollaire IIL — Supposons que v devienne un nombre premier, et 
que la quantité entière x soit équivalente à l'unité suivant le module v, 
mais non suivant le module v^, en sorte que x vérifie la condition (26), 
sans vérifier la condition (29) : on ne pourra satisfaire à l'équiva- 
lence (28) qu'en attribuant à l'exposant i une valeur divisible par v. 
Donc, parmi les puissances de x qui deviendront équivalentes à l'unité 
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suivant le module v-, la moins élevée sera x". En d'autres termes, 
V sera l'indicateur correspondant au module 



n ^r V* 



et à la base 

X ^ I -r V -3, 



• » 



tant que :; restera premier a v. 

Corollaire IV. — Si, le modulev étant un nombre premier, la quantité 

X = l -h V 5 

devient positive et inférieure à v', elle ne pourra être qu'un terme de 
la progression arithmétique 

(3o) I, I-hV, I-+-2V, ..., i-+-(v~i)v. 

Or, comme le premier terme de cette progression vérifie seul la for- 
mule (29), il résulte du corollaire précédent que l'indicateur corres- 
pondant à l'un quelconque des autres termes et au module v= sera \v 
nombre premier v. 

Corollaire V. — Si, dans les formules (26), (28), (29), on rem- 
place jc par —yjceiy désignant deux nombres entiers premiers à v, 
ces formules deviendront 

. jc -E y (modv ), 
(3i) ' ^*^y (modv*), 

' jc ^ y (modv'). 

Donc, lorsque 1 sera premier à v, non seulement les formules (2(J) et 
(28) entraîneront la formule (29), mais de plus les deux premières 
des formules (3i) entraîneront la troisième, d'où il résulte qu'elles ne 
pourront subsister en même temps, si jt, y sont tous deux positifs el 
inférieurs à v*. 

Corollaire VI. — v étant un nombre premier, rune racine primitive 
de V, et X l'une des quantités entières qui vérifient la formule 

(82) x=i/- (mo(lv), 
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nommons {l'indicateur correspondant à la base ret au module 



n = V*. 



On aura 

»r'=i (moclv*), 

par conséquent 

x^^=i (modv); * 

et, comme la formule (32) donnera 

x^z^r^ (modv), 

on aura encore 

/•'=i (modv). 

Donc, en vertu du théorème IV, i sera, ou le nombre v — i qui repré- 
sente l'indicateur correspondant au module v et à la racine primitive r, 
ou un multiple de ce nombre. Mais, d'autre part, l'indicateur i devra 
diviser le nombre N des entiers inférieurs et premiers à v', savoir le 
produit 

N=^v(v — i). 

Or, V étant premier, les seuls multiples de v — i qui diviseront ce pro- 
duit seront 

V — I et N. 

Donc, dans l'hypothèse admise, on aura 

l = V--I ou I r= N =z v(v — l). 

Observons maintenant que, parmi les valeurs de x propres à vérifier 
la formule (32), celles qui seront positives et inférieures à v* se rédui- 
ront aux termes de la progression arithmétique 

(33) /•, r-hv, r-hav, ..., /•-f-(v — i)v, 

et qu'en vertu du corollaire précédent, si l'on désigne par a-, y deux 

de ces termes, l'équation 

,2'i~y* (modv-) 

ne pourra subsister, quand i sera premier à v. Donc la valeur v — i de 
l'indicateur»/ ne pourra correspondre qu'à un seul des termes de la 
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progression (33), et, pour chacun des autres termes, on aura nécessai- 
rement /= N. 

Corollaire VIL — Le module 



J7 = V* 



étant le carré d'un nombre premier v, un seul terme de la progres- 
sion (33) peut représenter une racine de Téquation 

(34) a:>'-«=i (modv*). 

Pour chacun des autres, l'indicateur i acquiert la plus grande valeur N 
qu'il puisse atteindre, puisqu'il doit diviser N. Donc tous les termes 
de la progression (33), qui ne vérifient pas la condition (34), sont des 
racines primitives de v*, et l'indicateur maximum I relatif au module 
v^ est 

(35) J=:N-v(v — l). 

Corollaire VIIL — La formule (35) s'élend au cas même où l'on 
aurait 

et, par suite, 

Nrzi a. 

On a donc, en prenant 4 pour module, 

Alors aussi l'on obtient une seule racine primitive r inférieure à ^i, 

savoir 

/• =1 3. 

Théorème XII. — v]> i étant un nombre premier et x une quantité 
entière qui vérifie r équivalence 

x^i (modv), 

si l'on représente par ji la puissance la plus élevée de v qui divise la diffé- 
rence 

X — I, 
(mupre» de C, — S. I, t. VI. i B 
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le produit n'i représentera la puissance la plus élevée de v qui divisera lu 
différence 

a moins que l'on n'ait 
Démonstration. — Nommons z le quotient de x — i par n. On aura 



a: zzz i -^ nZf 



z étant, par hypothèse, premier à v. Or, dans le développement d< 
l(»s termes extrêmes seront 



I, n ^ y 



et tous les autres seront évidemment divisibles par le produit /iv. 
D'ailleurs, v étant facteur de n, le terme 



/l''^^=W./iV-l-v ' 



sera lui-même divisible par le produit /iv. Donc ce produit divisera la 

différence 

j: ^ - 1 . 

Il y a plus, V étant un facteur de w, v^ sera un facteur de /i^', à moins 
que Ton n*ait 

(36) /i =: V izi 2 ; 

et par suite, si la condition (36) n'est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le développement de 

seront divisibles ou par /l'v ou au moins par /iv^. On aura donc alors 

j:''' = I -h /tv^ (mod/^v-). 

Donc, G étant premier k v, le produit /iv sera la puissance la plus éle- 
vée de V qui divise la différence 
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Corollaire L — Si, dans le théorème XII, on remplace successive- 
ment X par x*^ puis par x"*, . . •, on en conclura que, dans rhypothèsc 
admise, les puissances les plus élevées de v, propres à diviser les dif- 
férences 

seront respectivement 

«V, /iv', wv', 

On doit toujours excepter le cas où Ton aurait /« == v = 2. 

Corollaire IL — En rempla(;ant dans le corollaire précédent r par x\ 
on obtiendra une proposition dont voici l'énoncé : Si, v> i étant un 
nombre premier, on représente par n la plus élevée des puissances de v 
qui divisent 

alors les puissances les plus élevées de v, qui diviseront les différences 



seront respectivement 



«v, wv', /iV**, 



à moins que Ton n'ait /i =v = 2. 

Corollaire II/. — v étant un nombre premier impair, et r une racine 
primitive de v*, la différence 



,.v-l_, 



sera divisible une seule fois parv. Donc, en vertu du corollaire II, les 
puissances les plus élevées de v qui diviseront les différences 

;.V(V-!)_,^ ,.V(V-I)_,^ ,.V(V.1)_,^ _ ,, 

seront respectivement 
Donc 



Vï li* v^ 



/♦v'(v-l) 



sera le premier des termes de la suite 

(3;) /•''-', /-^c^-»), /-vT'-i), ,.v»(v-i)^ _ 
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qui seront équivalents à l'unité, suivant le module v*'. D'autre part, si 
Ton nomme i l'indicateur correspondant à la base r et au module v*, on 

aura 

/•' = i (modv») 

et, à plus forte raison, 

/•'=i (modv); 

d'où il résulte que i devra être un multiple de l'indicateur v — f cor- 
respondant à la base ret au module v. Donc i, qui devra en outre divi- 
ser le produit 

Niziy''»-» (v — l), 

représentera l'exposant de r dans le premier des termes de la suite (37) 
qui seront équivalents à l'unité suivant le module v*. On aura donc 
nécessairement 

I = N = V*-* ( V — I ). 

Cette dernière valeur de i étant la plus grande que puisse acquérir un 
indicateur relatif au module v", nous devons conclure, des observations 
précédentes, qu'une racine primitive rde v* sera en même temps une 
racine primitive de v*, et que, dans le cas où le module 



n 



\ia 



se réduit à une puissance d'un nombre premier impair, l'indicateur 
maximum I est déterminé par la formule 

(38) I=:N = v«-»(v — I). 

Corollaire IV. — Considérons en particulier le cas où l'on aurait 



/4 z= V zii 2 , 



et supposons en conséquence la différence 



X — I 



divisible une seule fois par le module 2. La différence 

a:*— 1 = (a- — i) (x -h i) 

sera composée de deux facteurs a: — i, x-h if divisibles l'un par 2, 
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l'autre par 4. Elle sera donc divisible au moins par le nombre 8, c'est- 
à-dire par le cube de 2. Cela posé, nommons n la plus haute puissance 
de 2 qui divisera j?^ — i. En vertu du .corollaire II, les puissances les 
plus élevées de 2 qui diviseront les difTérencos 

seront respectivement 

a«, 2*/i, .... 

Donc, si a surpasse 2, le premier terme de la suite 

«« -i» ^1" 

qui deviendra équivalent à l'unité suivant le module 2'* sera 



JC^, 



la valeur de i étant 



(39) i = 



2a+l 



n 



D'autre part, l'indicateur correspondant a la base or, et au module 2\ 
devra être un diviseur de 

Il se trouvera donc compris dans la suite 

2y 2*, 2 , * • * } 

I 

et ne pourra être que la valeur précédente de i. Cette même valeur 
deviendra le plus grande possible lorsque le nombre n se réduira sim- 
plement à 8, ce qui arrivera si l'on prend 

x :i= 3 ou x-=5, 

puisque l'on a 

31—1-8 el 5«— 1 = 3.8. 

Par conséquent, 

(4o) I = ^N=:2-» 

sera l'indicateur maximum relatif au module 
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La formule (4o) s'étend au cas même où l'on aurait a =: '3, et donne 
alors, comme on devait s'y attendre, 

A l'aide des diverses propositions que nous venons de rappeler et 
qui pour la plupart étaient déjà connues [voir les Recherches arithmé- 
tiques de M. Gauss et le Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous sera 
maintenant facile de résoudre la question suivante : 

Problème II. — Tmuver r indicateur maxinuun I correspondant à un 
module donné n. 

Solution. — Pour résoudre ce problème, il faut considérer successi- 
vement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module n 
est un nombre premier ou une puissance d'un tel nombre, ou un nombre 
composé. 

Si le module n est un nombre premier v, ou une puissance d'un 
nombre premier impair, ou l'une des deux premières puissances de 2, 
alors, en nommant N le nombre des entiers inférieurs à /i, et premiers 
à n, on aura généralement, d'après ce qui a été dit ci-dessus. 



1 = N = «(.-;); 



et en particulier, si n se réduit à 2 ou à 4» 

I = N = J /i. 

Si le module n est une puissance de 2, supérieure à la seconde, on 

aura simplement 

I — iN=ii/i. 

Enfin, si le module n est un nombre quelconque, on pourra le dé- 
composer en facteurs 



",, ^t„ 



dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d'un nombre 
premier. Soient alors 
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les indicateurs maxima correspondants aux modules 



«„ «., 



En vertu des théorèmes III et V, une base donnée r sera une racine 
primitive de /i, si celte base, divisée successivement par chacun des 
nombres n^, n^, ...» fournit pour restes des racines primitives de ces 
mêmes nombres, et I sera le plus petit nombre entier divisible à la 
fois par chacun des indicateurs 

La solution du problème précédent fournit, pour la résolution des 
équivalences du premier degré, une règle très simple, qui se réduit ii 
la règle donnée par M. Libri et par M. Binet, dans le cas particulier ou 
le module est un nombre premier. La nouvelle règle, d'après ce que 
nous a dit M. Poinsot, coïncide, au moins lorsque le module est pair, 
avec celle que lui-même avait indiquée dans la Note manuscrite remise 
à M. Legendre. Appliquée au cas où l'on prend pour module un nombre 
composé, elle n'exige pas, comme les méthodes présentées par M. Libri 
et M. Binet, la décomposition de ce module en facteurs premiers, et ce 
qu'il y a de remarquable, c'est qu'alors l'application devient d'autant 
plus facile que le module est un nombre plus composé. Montrons la 
vérité de cette assertion par quelques exemples. 

Pour que toute équation indéterminée à deux inconnues puisse êtrr 
résolue immédiatement à la seule inspection des coefficients de ces 
inconnues, dans le cas où l'un des coefficients ne surpasse pas looo, il 
suffit que l'on construise un Tableau qui, pour tout module renfermé 
entre les limites i et looo, fournisse l'indicateur correspondant h ce 
module. Or, à l'aide de ce Tableau, dont la construction est facile 
[voirH solution du problème II), et dont une partie se trouve h la suite 
de ce Mémoire (page i^S), on reconnaît que l'indicateur 2 correspond 
aux modules 

3, 4, 6, 12, n\. 

Donc, pour chacun de ces modules, l'inverse d'un nombre donné est 
équivalent à ce nombre même. 
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Ainsi, en particulier, l'inverse du nombre 19 suivant le module 3/4 
est équivalent à 19. En d'aulres termes, 19 est une des valeurs entières 
de X qui vérifient l'équation indéterminée 

Effectivement, le carré de 19 ou 36i, divisé par 24, donne i pour 
reste. 

De ce que l'indicateur 4 correspond aux modules 

5, 10, i5, 16, 20, 3o, 4o, /|8, 60, 80, 120, 240, 

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l'inverse 
d'un nombre donné est équivalent au cube de ce même nombre. Ainsi, 
en particulier, l'inverse du nombre G7 suivant le module 120 est équi- 
valent au cube de G7, par conséquent au produit de 67 par 49» ou 
a 43. En d'autres termes, 43 est une des valeurs de x qui vérifient l'é- 
quation 

67 jr — 120/ = 1. 

Effectivement, 

67 X 43 = 2881=: 24 X 120 -h I. 

De ce que l'indicateur 6 correspond aux modules 

7, 9, i4, 18, 21, 28, 36, 42, 56, 63, 72, 84, 168, 5o4, 

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l'inverse 

d'un nombre donné est équivalent à la cinquième puissance de ce 

nombre. Ainsi, en particulier, l'inverse du nombre 17 sera équivalent, 

suivant le module 5o4, à 

175=11419857, 

par conséquent à 89. En d'autres termes, 89 est une valeur de x propre 
à vérifier l'équation indéterminée 

1 7 .r — ^504 V =^ I . 

Effectivement, 

17 X 89 ~ i5i3 =: 3 X 5o4 -\- I. 

Comme, dans la méthode ci-dessus exposée, la valeur de x est tou- 
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lio 



jours exprimée par une puissance connue du nombre donné, le calcul 
pourra s'exécuter commodément, à l'aide des Tables de logarithmes, 
même quand l'indicateur sera composé de plusieurs chiffres. 



Tableau pour la détermination de V indicateur maximum I correspondant 

à un module donné n. 
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78 
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20 ; 

1 



Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre donné étant 29, on 
demande un autre nombre équivalent à l'inverse du premier, suivant 
le module 192. L'indicateur étant alors égal à 16, le nombre cherché 



sera 



29'*:= (29-) 



3\9 



D'ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchée de 29*, dé- 
terminés à l'aide des Tables de logarithmes, sont ceux que présente le 
nombre 



205l I ïl), 



Œuvres </e C. — S. I, l. VI. 



'9 



U6 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

attendu que Ton a 

5 log29 = 7,3119900. 

De plus, le dernier chiffre de 29% comme celui de 9% sera nécessaire- 
ment 9. On aura donc par suite 

29* = 2o5i 1 1 49 ^ "73 ^ — 19 (modi92), 
29*'» = -- 19' (mod 193); 

puis, en se servant de nouveau des Tables de logarithmes, 

29^*3^ — 6859 = — i39 ^ 53 (mod 192)- 

Donc, 29*^ et 53 seront deux valeurs de x propres à vérifier la formule 

Effectivement, 

29.53=:! 537 = 8 . 1 92 -h I . 

Nous exposerons dans un autre xVrticle la méthode par laquelle on 
peut trouver facilement les valeurs entières, nulles ou positives, de 
plusieurs inconnues liées entre elles par des équations indéterminées 
du premier degré. 



124. 

Analyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire de M. Broch, relatif 

à une certaine classe d'intégrales, 

C. R., t. Xn, p. 847 (10 mai «8{i). 

Les géomètres connaissent les beaux travaux d'Ahel et de M. Jacobi 
sur la théorie des transcendantes elliptiques. On sait que d'impor- 
tants Mémoires, relatifs à cette théorie, ont été composés par Abel, 
dans l'année 1826 et les deux suivantes, que plusieurs de ces Mémoires 
ont été publiés dès cette époque, même dès l'année 1826, dans le Jour- 
nal scientifique de M. Crelle; que l'un d'eux en particulier a été 
approuvé par l'Académije en 1829, sur le Rapport d'une Commission 
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dont M. Legendre faisait partie, puis couronné par Tlnstitut en i83o, 
et que la valeur du prix fut remise a la mère d'Abel. En effet, cet 
illustre Norwégien, qu'un projet de mariage avait déterminé à entre- 
prendre un voyage au plus fort de Thiver, était malheureusement 
tombé malade vers le milieu de janvier 1829, et, malgré les soins qui 
lui furent prodigués par la famille de sa fiancée, il était mort d'une 
phthisie, le 6 avril, alité depuis trois mois. 

C'est encore aujourd'hui pour les travaux d'un jeune Norwégien, 
d'un compatriote d'Abel, que nous avons à réclamer un moment d'at- 
tention de la part de l'Académie. Le Mémoire de M. Broch a pour objet 
une certaine classe d'intégrales qui comprennent, comme cas parti- 
culier, les transcendantes elliptiques. Ces intégrales sont celles dont 
la dérivée peut être considérée comme le produit d'une certaine puis- 
sance entière de la variable x par deux facteurs, dont le premier est 
une fonction rationnelle d'une autre puissance entière x'* de x, et le 
second une racine quelconque d'une semblable fonction. Ces mêmes 
intégrales forment une classe particulière de transcendantes, qui se 
réduisent aux fonctions elliptiques, lorsque, le radical étant du second 
degré, le polynôme renfermé sous le radical est du quatrième degré. 

Dans le premier Chapitre de son Mémoire, M. Broch s'occupe de la 
sommation des transcendantes en question, considérées comme fonc- 
tions de la variable x, ou plutôt de la sommation des valeurs que 
peut acquérir une semblable fonction pour des valeurs diverses de la 
variable. Il établit plusieurs théorèmes dignes de remarque; et prouve, 
par exemple, que la somme des diverses valeurs de la fonction, cor- 
respondantes aux diverses racines d'une certaine équation algébrique, 
peut être exprimée à Taide d'une fonction algébrique et logarithmique 
des quantités que renferme l'équation dont il s'agit. Il montre ensuite 
le parti qu'on peut tirer de ce théorème et de quelques autres pour la 
réduction de la nouvelle espèce de transcendantes. 

Dans les derniers Chapitres de son Mémoire, M. Broch fait voir 
qu'une transcendante quelconque de la forme indiquée peut toujours 
être exprimée à l'aide d'un certain nombre de fonctions plus simples 
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(le la même forme, et d'une fonction algébrique et logarithmique de la 
variable x. Les fonctions irréductibles entre elles constituent alors, 
(îomme dans la théorie des fonctions elliptiques, diverses classes de 
transcendantes. Quand le nombre de ces fonctions irréductibles se 
réduit à zéro, l'intégration s-eflectuc complètement, à l'aide de fonc- 
tions algébriques et logarithmiques. Dans tout autre cas elle est impos- 
sible. D'ailleurs, comme on devait s'y attendre, les cas où l'intégration 
s'effectue restent les mêmes, soit qu'on les déduise des théorèmes 
énoncés dans la première Partie du Mémoire, ou de la méthode de 
réduction indiquée dans la seconde. 

Nous devons observer ici : i"que les théorèmes énoncés par M, Broch 
s'accordent, dans des cas particuliers, avec ceux que renferment divers 
Mémoires d'Abel; 2° que M. Broch avait déjà traité, dans le Journal de 
M. Crelle, le cas où l'exposant/? se réduit à l'unité; 3*^ qu'un Mémoire 
de deux pages, publié dans le premier Volume des Œuvres d' Abel, con- 
tient les bases d'une théorie qui pourrait s'appliquer aux transcen- 
dantes considérées par M. Broch; 4** que ces mêmes transcendantes se 
trouvent aussi considérées dans le Mémoire d'Abel qui a remporté le 
prix, mais que M. Broch n'a pu connaître, puisqu'il n'est pas encore 
publié. 

Avant de terminer ce Rapport où nous avons eu souvent à rappeler 
les travaux d'Abel, il nous parait convenable de détruire une erreur 
assez généralement répandue. On a supposé qu'Abel était mort dans 
la misère, et cette supposition est devenue l'occasion de violentes 
attaques dirigées contre les savants de la Suède et des autres parties 
(le l'Europe. Nous aimons à croire que les auteurs de ces attaques 
regretteront de s'être exprimés avec tant de vivacité, quand ils liront 
la Préface des Œiwtvs d'Abel, publiées récemment en Norvège, par 
M. Holmboe, le professeur et l'ami de l'illustre géomètre. Ils y verront 
avec intérêt les encouragements flatteurs, les témoignages d'estime et 
d'admiration qu'x\bel, durant sa vie, a reçus des savants, particulière- 
ment de ceux qui s'occupaient, en même temps que lui, de la théorie 
des transcendantes elliptiques; et ils remarqueront avec consolation, 
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au bas de la page vu, ces paroles qui suffiront pour éclaircir tous leurs 
doutes : 

Un journal français y dont je ne me rappelle pas le nom, m'est venu sous 
les yeuœ, où l'on a rapporté quAbel est mort dans la misère. On voit par 
les détails ci-dessus que ce rapport nest pas conforme à la vérité. 

Revenons à M. Broeli. Ce que nous avons dit de ses recherches suftit 
pour en montrer toute l'importance. Les résultats auxquels il est arrivé, 
analogues à ceux qu'Abel a obtenus dans ses plus beaux Mémoires, 
montrent un esprit familiarisé avec les méthodes analytiques, et 
habitué à lutter avec succès contre les difficultés que présentent les 
parties les plus élevées du Calcul intégral. En résumé, le Mémoire de 
M. Broch prouve que l'auteur n'a pas trop présumé de ses forces en se 
proposant de marcher sur les traces d'Abel. Nous pensons que ce 
Mémoire est digne de l'approbation de l'Académie et d'être inséré 
dans le Recueil des Savants étrangers. 



125. 

Analyse mathématiuuf.. — Mémoire sur des formules générales qui se dé- 
duisent du calcul des résidus et qui paraissent devoir concourir nota- 
blement aux progrés de l' Analyse infinitésimale, 

C. R., l. Xn, p. 871 (17 mai 184 1). 

Les géomètres n'ont pas seulement accueilli avec bienveillance le 
nouveau calcul auquel j'ai donné le nom de calcul des résidus; ils ont 
fait plus encore : ils ont ajouté de nouvelles applications de ce calcul 
à celles que j'avais présentées moi-même, soit dans les Exeivices de 
Mathématiques, soit dans un Mémoire publié en février 1827; et ces 
diverses applications ont constaté de plus en plus l'utilité du calcul 
dont il s'agit. Parmi les travaux relatifs à cet objet, on peut citer ceux 
de MM. Ostrogradski et Bouniakowski, de l'Académie de Saint-Péters- 
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bourg, et ceux de M. Tortolini, professeur au Collège Romain, qui, 
dans un Traité sur le calcul des résidus, a exposé, entre autres résul- 
tats dignes de remarque, l'application du nouveau calcul à Tintégra- 
tion des équations aux difTérences finies. On peut citer encore un 
Mémoire où M. Richelot a démontré diverses propriétés des transcen- 
dantes elliptiques, ou même des transcendantes représentées par cer- 
taines intégrales dont les dérivées renferment des radicaux de degré 
quelconque, et où Tauteur, employant avec succès les notations du 
calcul des résidus, a établi des formules propres à fournir la solution 
de quelques problèmes analogues aux questions précédemment trai- 
tées par Abel et par M. Jacobi. Toutefois ce que les géomètres appren- 
dront sans doute avec quelque intérêt, c'est que les formules si simples, 
si élégantes, données par M. Richelot, sont elles-mêmes comprises, 
comme cas particulier, dans des formules générales qui paraissent 
devoir puissamment contribuer aux progrès de l'Analyse. Entrons à ce 
sujet dans quelques détails. 

J'ai donné, dans les Exercices de Mathématiques, une formule qui 
convertit une fonction rationnelle quelconque d'une variable x^ et 
même, sous certaine condition, une fonction transcendante en une 
somme formée par l'addition d'un résidu intégral et d'un résidu par- 
tiel relatif à une valeur nulle de la variable auxiliaire. Or le second 
membre de cette formule peut s'intégrer par logarithmes, et cette inté- 
gration fournit immédiatement la valeur générale de toute intégrale 
dont la dérivée est une fonction rationnelle ou une fonction transcen- 
dante pour laquelle se vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par 
suite, l'intégrale de toute fonction différentielle qui peut être rendue 
rationnelle à l'aide d'une substitution quelconque, par exemple, les 
intégrales dont les dérivées renferment un trinôme du second degré 
sous un radical du second degré, ou deux binômes linéaires sous deux 
radicaux du second degré. 

Au reste, la formule générale d'intégration, qui s'obtient comme on 
vient de le dire, n'est elle-même qu'un cas particulier d'autres for- 
mules beaucoup plus générales encore, qui servent à déterminer une 
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multitude d'intégrales définies ou indéfinies, ou a les transformer les 
unes dans les autres, ou à établir entre elles certaines relations. Les 
beaux théorèmes d'Abel, relatifs à la théorie des transcendantes ellip- 
tiques et des transcendantes dont les dérivées renferment des racines 
d'équations algébriques, ne sont eux-mêmes que des cas particuliers 
des théorèmes généraux auxquels je suis parvenu. Pour donner une 
idée de ces derniers, considérons une intégrale relative à la variable r. 
Si Ton établit entre cette variable x et une autre variable / une relation 
exprimée par une équation algébrique ou transcendante, on pourra 
transformer l'intégrale relative à a? en une intégrale relative à / et con- 
sidérer, en conséquence, l'intégrale donnée, non plus comme une fonc- 
tion de x^ mais comme une fonction de /. Or la fonction de t dont il 
s'agit pourra prendre diverses formes si l'équation algébrique ou trans- 
cendante, étant résolue par rapport à x, fournit diverses valeurs de a*. 
Alors, en adoptant successivement ces diverses valeurs de x, et suppo- 
sant l'intégrale relative à / prise, dans tous les cas, entre les mêmes 
limites, on verra cette intégrale acquérir successivement diverses va- 
leurs dont la somme s aura pour dérivée un résidu intégral relatif à la 
variable â?, considérée comme racine de l'équation algébrique ou trans- 
cendante. D'ailleurs, il suffira d*appliquer à cerésidu intégral l'opéra- 
tion qui, dans le calcul des résidus, est analogue à l'intégration par 
parties, pour que la somme 5 se décompose immédiatement en deux 
termes dont les valeurs pourront se calculer facilement, dans un grand 
nombre de cas, et s'exprimer, soit à l'aide de fonctions algébriques ou 
logarithmiques, soit même à l'aide de fonctions transcendantes. De ces 
deux termes, l'un aura pour dérivée un résidu intégral relatif à toutes 
les valeurs de x qui pourront rendre infinie la fonction placée après le 
signe ^. Par conséquent, ce résidu intégral se réduira souvent à zéro 
ou à une constante, ou du moins à un résidu partiel relatif à une valeur 
nulle de la variable auxiliaire. Quant à la dérivée de l'autre terme, elle 
sera représentée par un résidu intégral relatif, non plus aux racines 
de l'équation algébrique ou transcendante, mais aux valeurs de x qui 
rendront infinie la dérivée du premier membre de cette équation, ou 
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la fonction placée sous le signe /, dans l'intégrale donnée relative k la 
variable x. 

Lorsque l'équation donnée entre x'^it a pour premier niembre une 
fonction rationnelle et entière de ces variables, lorsque, d'ailleurs, la 
fonction placée sous le signe / dans l'intégrale relative a x est al- 
gébrique, la décomposition de la somme s en deux parties et la dé- 
termination de chacune d'elles peuvent se déduire des propriétés 
des fractions rationnelles, jointes aux formules qui servent à calculer 
les fonctions symétriques des racines d'une équation. Alors la méthode 
ci-dessus indiquée se réduit, comme on devait s'y attendre, à celle 
qu'Abel a employée, par conséquent à celle qu'ont suivie, à l'exemple 
d'Abel, M. Broch, M. Richelot et d'autres auteurs, soit dans le Journal 
(le M. Crelle, soit dans un Mémoire récemment approuvé par l'Académie. 
Mais les formules générales auxquelles je parviens ne supposent point 
que les fonctions dont il s'agit ici restent rationnelles ou algébriques. 
Elles sont applicables, sous les conditions indiquées par le calcul des 
résidus, au cas oii ces fonctions deviennent transcendantes; et elles 
fournissent alors la valeur de la somme ^, ou développée en série, ou 
môme très souvent exprimée sous forme finie. 

Au reste, il était naturel de rechercher si des formules analogues à 
relies que présente la théorie des fonctions elliptiques ne s'applique- 
raient pas à d'autres espèces de fonctions. C'est après la lecture du 
Mémoire de M. Broch que la pensée d'appliquer à cette recherche le 
calcul des résidus m'est venue à l'esprit, comme je l'ai dit a cet auteur 
au momentoù il me disait lui-même qu'il se proposait de montrer com- 
ment on pouvait appliquer les méthodes employées par lui, et surtout, 
je crois, la méthode exposée dans la seconde Partie de son Mémoire, 
à la réduction des intégrales qui renferment des exponentielles et 
spécialement à la réduction des intégrales eulériennes. Dans de sem- 
blables recherches, le calcul des résidus est très utile. En effet, les 
principes de ce calcul, tels que je les ai posés dans les Exercices de 
Mathématiques^ montrent clairement l'origine et la nature des diverses 
modifications que les formules doivent subir suivant la natiu*e des 
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fonctions sur lesquelles on opëre, et ils font connaître aussi les condi- 
tions sous lesquelles subsiste chaque formule. J'ajouterai encore que, 
dans le cas où la somme ci-dessus désignée par 5, et composée d'inté- 
grales relatives à /, se réduit à la somme de quelques-unes de ces inté- 
grales» le calcul des résidus fournit le moyen, sinon de la déterminer, 
au moins de la transformer. J'ajouterai enfin que des formules, déduites 
du même calcul, s'appliquent à la détermination d'intégrales dont les 
dérivées renfermeraient une ou plusieurs fonctions implicites de la 
variable principale. 

Je me bornerai aujourd'hui à joindre a cette exposition quelques- 
unes des formules générales que j'ai annoncées. Dans d'autres articles, 
je développerai ces mêmes formules et je présenterai une partie dr 
leurs nombreuses applications. 

Analyse. 

Soit f(^) une fonction de la variable x. Si le résidu partiel de 



.'(0 



relatifs! une valeur nulle de z, se réduit à une constante déterminée, 
on aura 

et, par suite, en nommant ^ une valeur particulière de j-. 

L'équation (i) fournit immédiatement les intégrales des fonctions 
rationnelles, et même des fonctions transcendantes pour lesquelles se 
vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par suite, les intégrales 
des fonctions différentielles qui peuvent être rendues rationnelles à 
l'aide d'une substitution quelconque. 

Œuvres de C, — S. I. t. VI. '^O 
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Concevons maintenant que Ton transforme l'intégrale 



f {{x)dx 



e 

en substituant à la variable x une autre variable /, liée à x par une 
équation algébrique ou transcendante 

et nommons t, \ deux valeurs particulières correspondantes de / et 
de r. Si l'on pose, pour abréger, 

D^F(^, = ^(^,0» D,F(x,0 = ^''(^,0, 
on trouvera 

dxziz— - i) ! dt 



et, par suite, 

(3) f Ç{x)dx^- f Ç(x) ^Sflll,it^ 

pourvu que, dans le second membre de la formule (3), on considère a- 
comme une fonction de / déterminée par l'équation (2), et que chacune 
des deux variables x, t demeure fonction continue de l'autre, entre les 
limites de l'intégration. D'ailleurs cette dernière condition sera rem- 
plie, si la variable x est toujours croissante ou toujours décroissante, 
tandis que la variable t croit sans cesse à partir de / = t. 

De même, en désignant par ï[Xy t) une fonction des deux variables r, 
/, on établira la formule 

t devant être considéré comme fonction de x dans le premier membre, 
et X comme fonction de t dans le second. 

Concevons maintenant que l'équation (j), résolue par rapport à x, 
fournisse diverses racines 



«x -^— xJL I • UL — \l A a 
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représentées par diverses fonctions de /, qui se réduisent aux quan- 
tités 

>■ ■- >• ■/• 

Ç ^l> •-! -ZÎ9 

dans le cas particulier où Ton suppose / = t. Aux divei'ses valeurs 
de X considéré comme fonction de t, et de Ç considéré comme fonction 
de T, correspondront diverses valeurs de l'intégrale 

j {{œ,t)dty 

et, en nommant s la somme de ces valeurs, c'est-à-dire en posant, pour 
abréger, 

on tirera de l'équation (4) 






ou, ce qui revient au même. 






le sienne / du calcul des résidus étant relatif à la variable x. 
D'autre part, on aura généralement 

p W(x,Of(>r,0 ^ p// qaa:,Of(.r,0 \\ p (( y(^, /) f(^', Q )) 
^ ((F(x,0)) ^\\ F(J^,0 // C. F(.r,0 

On trouvera donc encore 

Si, dans la somme s, on fait entrer seulement les intégrales corres- 
pondantes à celles des racines 

X\^ X^f . * ■ 
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qui vérifient certaines conditions» par exemple à celles dans lesquelles 
les parties réelles et les coefficients de v^— i offrent des valeurs com- 
prises entre certaines limites, on devra, dans le second membre de la 
formule (6), étendre la sommation, que suppose en général l'opération 
indiquée par le signe ^, aux seules valeurs de x qui vérifieront ces 
mêmes conditions. D'ailleurs, les limites 

de l'intégration relative à la variable / devront toujours être telles que, 
entre ces limites, cbacune des valeurs de x reste fonction continue 
de ^, t lui-mémo étant fonction continue de ^; et il en sera toujours 
ainsi dès que les deux limites t, / de l'intégration relative a ^ se trou- 
veront suffisamment rapprochées l'une de l'autre, la première étant 
choisie arbitrairement. 

On peut, à l'aide de divers théorèmes établis dans les Exercices de 
Mathématiques, faire subir diverses transformations au second membre 
de la formule (6), Ainsi, en particulier, le résidu intégral que ren- 
ferme le dernier terme de ce second membre peut toujours être trans- 
formé en intégrales définies. 

Ainsi encore, lorsque le résidu partiel de la fonction 

relatif à une valeur nulle de s, se réduit à une constante déterminée, 
on a 

rt, par suite, la formule (6) donne 

(-) ,- rV ((^(^-.of(>-.o)) ^, Ç ç ^V^'T^-^n ^t, 

y.) *— / ô- F(3.o "' I C /i \ ' 
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le signe ^ étant relatif, dans chaque ternie, à la variable auxiliaire z. 
Si la fonction 

ne devient jamais infinie qu'avec ; . ' , la formule (7) donnera sim- 
plement 



(8) 






Si ï{x^t) se réduit à une fonction {[x] de la seule variaMe .r, les 
formules (.5) et (8) entraîneront la suivante : 

l / {(x)dx-^\ {{x) cIjc -h , . . 

Il suffirait, d'ailleurs, de prendre 

pour réduire la formule (9) à l'équation (i). 
Si Ton pose 

f(x,/)=zf(^)/(0, 

les lettres caractéristiques f et/ indiquant des fonctions de formes 
diverses, Téquation (8) donnera 



(.0) .=£«,(=»)_( iif^/«).<-i^j 4q 



/(/).//, 



On peut faire des formules (G), (7), (8), (9), (10), comme nous le 
montrerons dans de prochains articles, de nombreuses et importantes 
applications. Un cas digne de remarque est celui où Ton a 



^ ^ ^ 
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Observons aussi que, dans le cas où l'équation 

admet une infinité de racines, la formule (8) ou (lo) sert à développer 
la somme s en série. Pareillement, lorsque Téquation 

admet une intinité de racines, la formule (i) ou (9) sert à développer 
en série l'intégrale 

dx 






ou la somme s. Ainsi, par exemple, si Ton pose 

f(j:) zn col.r, 

alors, en vertu d'un théorème établi dans les Exercices de Mathéma- 
tiques (vol. 1, p. I r2) (*), on verra, dans la formule (j), disparaître le 
dernier terme du second membre; on trouvera donc 



X 



COlX dx = 2é\ r 



la sommation que le signe ^ indique s'étendant à toutes les valeurs 
entières positives, nulles ou négatives de n\ et, comme on aura d'ail- 
leurs 



X 



^ , , , sinjp 

COtX dx = l — ; — jr > 



on se verra immédiatement ramené à la formule connue 

sinJT y I '*^ — -^ %\nx x .r* — tt' x^ — !\tz^ x^ — 9:1' 

siiiÇ " //t:--^ sin^ " 5 $* — tt' ;^— Att* £' - qtt* 

( ») Œuvres tle Cmichy, S. H, t. VI, p. i43. 
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126. 

Analyse mathématique. — Sur la détermination et la réduction des inté- 
grales dont les dérivées renferment une ou plusieurs fonctions implicites 
d*une même variable. 

C. R., t. XII, p. 1029 (7 juin 1841). 

Les formules générales que j'ai données, dans le Compte rendu de la 
séance du 17 mai, pour la détermination et la transformation des inté- 
grales définies ou indéfinies, peuvent être facilement étendues, comme 
je l'ai dit, au cas où les dérivées des intégrales renferment une ou plu- 
sieurs fonctions implicites de la variable x à laquelle l'intégration se 
rapporte. L'extension dont il s'agit est l'objet du nouveau Mémoire que 
j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui à l'Académie. 

Je considère d'abord le cas général où la variable x est liée à d'autres 
variables 

y y ^y • • • > t 

par des équations algébriques ou transcendantes, en vertu desquelles 
les variables j, 5, ..., t deviennent des fonctions implicites de x. Si 
ces mêmes équations permettent d'exprimer en fonctions continues 
des seules variables ar, t chacune des variables j, 5, . . . , les principes 
établis dans le précédent Mémoire fourniront le moyen de déterminer 
ou de transformer une intégrale dont la dérivée serait fonction con- 
tinue de toutes les variables, ou du moins la somme s des valeurs de 
cette intégrale qui correspondront aux diverses valeurs de la variable x 
considérée comme fonction de t. On doit surtout remarquer le cas où 
une seule des équations données renferme la variable /, et où les 
autres équations renferment seulement les variables y, :?,... consi- 
dérées comme fonctions implicites de x. Dans ce cas, et sous les con- 
ditions indiquées par le calcul des résidus, la somme s s'obtient en 
termes finis, et se trouve exprimée par des fonctions algébriques et 
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COMPTES RENDUS 1)£ L'ACADÉMIE. 



ou, ce qui revient au même, sous la forme 



(fi) 



=/ 






/ ^ F(x,0 



La formule (6) comprend, comme cas particulier, une formule ana- 
logue, que j'ai donnée dans le Compte rendu de la séance du 17 mai, et 
s'applique pareillement à la détermination ou à la transformation d'une 
multitude d'intégrales définies ou indéfinies. Entre les applications que 
l'on en peut faire, on doit remarquer celles qui se rapportent au cas oii, 
parmi les équations (1), une seule, savoir, 

T = o, 
renferme la variable /, les autres 

Y := O, Z =r O, .... 

servant à déterminer v, :?,... en fonction de x. Si, dans ce même cas, 

on suppose la fonction 

f(^, V, 5, ...,0 

indépendante de /, les équations (2) et (6) se réduiront à 



(7) 



(«) 



i ■-x'^ "'""'n::r'-'" -* 



(M, si d'ailleurs le rapport 



y(.r,o 



lie devient infini que pour des valeurs nulles de F(.r, /), on aura 

..{(W(.r,t)H.r,,y,:,...,t))) p**(x,0,,,. 
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on sorte que la formule (8) donnera 

<»"=£«'<-/ H^H ^i r- T^i-r ■ ■' )>■ 

Ajoutons que le facteur 

r( JT,^, -5, . . .) 

pourra être considéré comme une fonction de la seule variable <r, 
dont les variables 

seront elles-mêmes, par hypothèse, des fonctions continues, du moins 
entre les Kmites des intégrations; et que, si Ton pose en conséquence 

on aura, sous les conditions indiquées par le calcul des résidus. 



Cela posé, la formule (9) donnera simplement 



G") 



(10) 



'=£«.-«'[î^]-iS{|^] 



La formule (10) comprend, comme cas particuliers, les beaux théo- 
rèmes d*Euler et d'Abel sur les intégrales dont les dérivées renferment 
des radicaux du second degré ou, plus généralement, des racines 
d*équations algébriques. Nous pourrions appliquer immédiatement la 
formule (10) à divers exemples. Mais les applications deviendront plus 
faciles quand le second membre sera présenté sous une autre forme 
que nous donnerons dans le paragraphe suivant. 
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§ II. — Méthode abrégée pour la sommation des valeurs d'une intégrale 
dont la dérivée renferme plusieurs fonctions implicites de la variable jc. 

Soit ({x) une fonction donnée de la variable x. Si à cette variable oc- 
on substitue une autre variable t liée à x par l'équation 

alors, en nommant $(^, /), Y{a:,e) les deux dérivées partielles de la 
Fonction F{x, t) relatives aux deux variables a?, t, et 

t, ^ 



deux valeurs particulières correspondantes de ces mêmes variables, on 
aura . 



(.) rV)^.=_jr'|i£ii)f(.)rf,. 



Si, d'ailleurs, on représente par 

** 1, "^îf • • • 

les diverses racines de l'équation (i), c'est-à-dire, les diverses valeurs 
de la variable ^, considérée comme fonction de / en vertu de cette 
même équation, et si l'on pose, pour abréger, 



ï{x)dx-r-l f{.r)dx -h, . ^zzz y j Ç{x)da:, 



ï{jc) dx -r- I 

$,, 5y, ... étant les valeurs de x^, x^^ ... qui correspondent à / = t, 
on aura 



puis, en supposant que le rapport 

ne devienne infini qu'avec 

I 
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on tirera de la formule (4) 

<■■» •=i«'<'>»X'^--X'<!--(Hm^))-. 

ou, ce qui revient au même, 

,.,2jrV,..=i,(r(.),„[î{|^]-X'i((r(..^))*. 

On ne doit pas oublier que, dans la formule (6), la sommation indi- 
quée par le signe 5) s'étend aux diverses valeurs de x qui vérifient 
Téquation (i). 

Pour que la formule (6) subsiste, il n*est pas nécessaire que la 
dérivée de l'intégrale 

représentée par f(j?), soit une fonction explicite de la variable œ; ei 
Ton pourrait, dans la formule dont il s'agit, remplacer f(a;) par une 
fonction continue 

de la variable x et d'autres variables j^, z^ ... qui seraient elles-mêmes 
des fonctions de x déterminées par certaines équations. 

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que, dans la for- 
mule (6), on remplace f{x) par f{x,y), y étant une fonction de a-, 
liée à X par une certaine équation 

(7) ^' = «» 

dont le premier membre renferme j? et y. Supposons, d'ailleurs, qu'à 
l'équation (7) on joigne une autre équation de la forme 

(8) J(j:,r, = 

dont le premier membre soit fonction de y et de la nouvelle variable /. 
Si l'on nomme 

y 1 9 Xa 9 y A » • • • 
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les diverses racines de l'équation (7) résolue par rapport à v, c'est- 
k-dire, les diverses fonctions de ce que cette équation donne pour 
valeurs de v» on pourra/ dans la formule (6), remplacer successi- 
vement le facteur 

f(.r) 

par chacune des fonctions 

pourvu que Ton y remplace en même temps 
par l'une des fonctions 

On trouvera, par exemple. 



~r <S((f(•^.>^)D,lJ(x,v,,o))^^ 



le signe ^ étant relatif aux seules valeurs de x qui vérifieront Téqua- 
lion 

Ola posé, combinons entre elles, par voie d'addition, la formule (9) 
et les formules analogues. Nommons 

s 



la somme totale des valeurs de l'intégrale 



correspondantes, non seulement aux diverses valeurs v^, j^^, ... de v 
considérée comme fonction de ac, mais encore, pour chaque valeur 
de V, aux diverses valeurs de j? qui vérifient l'équation (8), en sorte 
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qu'on ait 

(lo) ^'^Zj/ ^(^'^^^)^^"^y / f(j^, Vj^or-f-..., 

le signe 22 se rapportant, dans le premier terme de la valeur de s, aux 
seules valeurs de x qui vérifient l'équation 

"''"(•^t^i. — o, 
dans le second terme, aux seules valeurs de x qui vérifient ré(|uation 

Enfin posons, pour abréger, 

(» f( A v,)l ;f(x, V,, -h f(^, rJKî(x, v„ -^. . .^ n(.r, n. 

On trouvera 

(n) ', ..« 

- / ^i;((»iin(.r,o))^/^ 

I • T 

Pour plus de simplicité, on peut écrire 

(,3) ^ = ^r((n(a-,/)-n(.r,T)))~y ^((D,in(.r,/)))^/, 

pourvu que, dans l'expression 

on étende l'extraction de résidus indiquée par le signe ^ aux seules 
valeurs de x qui rendent infinies les Fonctions 

Il est bon d'observer que, en vertu de la formule (i i), 

D/IIICj-, /) 

sera une fonction symétrique des racines de l'équation (7). On aura 



4^' 
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donc par suite, sous les conditions indiquées par le calcul des résidus, 



h,\n(-,t) 



('4) l{(ï),in(a:.t))) = l ^^^,^^ 

Or, de la formule (i3), jointe à la formule (i4)> on tirera 



.i(i„)-n(i.,) 



(i5) 5:^^((n(^,o-n(^,T)))-^ ^^^,^^ 

Supposons maintenant que, dans la fornoule (6), on remplace {{x) 
par 

V, z, ... étant des fonctions de x, liées à x par certaines équations 

(i6) Y=:o, Z = o, 



• • • • 



Supposons d'ailleurs qu'à l'équation (7) on joigne une autre équation 
de la forme 

(17) ri{jr,r,z, ...,t)—o, 

dont le premier membre soit fonction de y^ z, ... et de la nouvelle 
variable /. Si l'on nomme s la somme des valeurs de l'intégrale 

correspondantes, non seulement aux divers systèmes des valeurs de 
y, z, . . ., considérées comme fonctions de x^ mais aussi aux diverses 
valeurs que fournira l'équation (17) pour la variable x considérée 
comme fonction de t; alors, par une marche entièrement semblable 
à celle que nous avons suivie tout à l'heure, on arrivera encore aux 
formules (i3) et (i5), pourvu que l'on pose 

la sommation que le signe ^ indique s'étendant aux divers systèmes 
de valeurs de y, s, ... qui vérifient les équations (16). 
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§ III. — Exemples. 

Nous donnerons, dans d'autres Mémoires, de nombreuses applica- 
tions des formules ci-dessus établies et en particulier de la formule ( 1 5 ) 
du § IL Aujourd'hui, pour mieux constater l'exactitude de cette for- 
mule, nous nous bornerons à en déduire quelques théorèmes déjà 
connus, ou quelques résultats que l'on puisse aisément vérifier à l'aide 
des méthodes d'intégration généralement adoptées. 

Supposons d'abord que l'équation (7) du § II se réduise à 

X étant une fonction entière de la seule variable x. Supposons encore 
que le premier membre ^(a?, r, t) de l'équation 

(2) .f(x,7,0=O 

soit une fonction entière des variables x, y^ et que l'on ait 

(3) f(x,v)=t^, 

\[x) désignant une fonction rationnelle de la variable x. Les diverses 

racines 

Xi* ïi^ Xài* 

de l'équation (i) seront respectivement proportionnelles aux diverses 
racines /i»^»««» de 1 unité; d'où il suit que leurs puissances positives ou 
négatives, du degré m ou du degré — m, offriront une somme nulle, 
quand m sera un entier non divisible par /i, en sorte qu'on aura, par 
exemple, 

(-'0 — I h... = o. 

V Y 

Je J a 

D'ailleurs, si l'on pose, pour abréger, 

(5) jsi^x.t)— -^LT(j^,r„0 -H — 1J(J™,V„0 -+-..., 

Ji J a 

ORwrt» </e 6'. — S. I, t. VI. 2 'i 
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la formule (i i) du § II donnera 

(6) U{x,t) = f(a;)in(x,t)', 

et, comme de l'équation (5), combinée avec la formule (4), on tirera 

il est clair que la fonction xs{x^e) ne deviendra point infinie avec les 

facteurs 

I I 
— I — > . • • • 

De cette remarque, jointe à l'équation (6), on conclura que, dans la 
formule (i5) du § ï, l'expression 

^((n(x,0-n(a.,T))) 

peut être réduite à 

Donc, en vertu de cette même formule, la valeur de la somme 



sera 



(8) 



-£°-^#^((ra))) 



On ne devra pas oublier que, dans le premier membre de la formule (8), 
la sommation indiquée par le signe 2 s'étend, non seulement à toutes 
les valeurs de j qui vérifient l'équation (i), mais aussi, pour chacune 
de ces valeurs de j, à toutes les valeurs de a? qui vérifient l'équa- 
tion (2). 
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Si, dans la formule (8), on pose en particulier 



f(j:)=— i— , 
* X — a 



a désignant une constante arbitrairement choisie, on trouvera sim- 
plement 



dx 



(9) 2^ ^^^^^=«,(a,0-'^(«.T). 

Enfin, si l'on prend n = 2, on aura, dans les formules (8) et (9), 

ji y» 

ou, ce qui revient au même, 

V^x Lf(x,-v^x,/)J 

La formule (8) coïncide au fond avec celles que renferme un Mémoire 
de M. Broch, inséré dans le t. 20 du Journal de M. Crelle, savoir, 
lorsque n est un nombre pair, avec la formule (58) de ce Mémoire, et 
lorsque n est un nombre impair, avec la formule (Sg) {ibidem). Le cas 
particulier où l'on suppose n = 2 est celui qu'Abel avait déjà traité 
[voir le t. I des Œui^res d'Abel, Mémoire XV). Ajoutons que, dans le 
cas oii les fonctions implicites de ir, représentées par j, 5, ..., se 
réduisent k une seule, et où 

Y, ^(^,7,0 
sont des fonctions entières des variables x, y, la fonction 

étant elle-même une fonction rationnelle de ces variables, la valeur de 
la somme s pourrait être déterminée a l'aide d'une formule qui a été 
donnée par Abel dans le Mémoire couronné, et qui doit nécessairement 
s'accorder avec la formule (i5) du § IL 

Lorsque ({x) se réduit à une fonction entière de ar, dont le degré. 
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augmenté d'une unité, reste inférieur à la moitié du degré de la fonc- 
tion X, la formule (8) donne simplement ' 



Cette dernière formule comprend, comme cas particulier, le théorî-me 
d'Euler relatif k l'intégration de l'équation 

d.r ri y 

-H — — O, 



dans laquelle ts{x) représente une fonction entière de x du quatrième 
degré. 

Concevons maintenant que l'on veuille se servir de la formule (i5) 
du § II pour déterminer la somme s des diverses valeurs d'une inté- 
grale dont la dérivée renferme deux fonctions implicites j, z de la 
variablf principale x; et, pour donner un exemple de cette détermi- 
nation dans un cas très simple, supposons que l'on ait 

(12) j*r=a-hJ7, Z*z=z(X — Xf 

OL désignant une quantité positive. Supposons encore que la variable 
principale x soit liée à la nouvelle variable t par l'équation 

(i3) y — c — l, 

et que l'intégration relative k / s'effectue entre deux limites positives 
dont la plus grande ne dépasse pas V^. Comme on tirera des équa- 
tions (12) et [\'i) 

(i4) ^i^^.^a-0, 

et, par suite, 

{10) JT^itioL^ -y-j ou û:z=:— tla— ~ j y 

l'intégration relative a x s'effectuera elle-même entre deux limites ou 
positives ou négatives, mais dont les valeurs numériques ne dépasse- 
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ront pas le nombre a. Ajoutons que Ton déduira de la première des 
formules (12) deux valeurs dey, savoir 



et de la seconde des formules (12) deux valeurs de z, savoir 



Z =z y a — ^* , Z=: — \-(X — .r . 



Or, / restant par hypolhèse positif et inférieur à y'aa, il faudra, pour 
vérifier Inéquation (i3), supposer nécessairement, ou 



V = y a -H .r , z:=\^x — jc^ X 



1 



ou 



1 

/ /S\î 

v = — y^a-t-jT, z-=i — sJoL — x, x 7=^ — /(a y\ • 

Mais Téquation {\'^) ne pourra plus être vérifiée si Ton y suppose 

y — \lx-\-x, z^ — sJoL-^x, 

ou bien 

j- =: — y a -f- .r , z:=l y/a — x . 

Cela posé, soit 

une fonction rationnelle quelconque de a?, v, :;, et faisons, pour 
abréger, 

La somme 

.ç=\ / {(^x,Y,z)dx 

des valeurs de l'intégrale 

qui correspondent, non seulement aux diverses valeurs de y et de z 
tirées des formules (12), mais aussi, pour chaque système de valeurs 
de j et de 5, aux diverses valeurs de x tirées de la formule (i3), se 
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réduira simplement à 

s=z I f[x, \Ja H- a-, y/a — x) dx -h / f( j:, — \jcfL -h x^ — sjcf. — x) «/x, 

OU, ce qui revient au même, à 

^= / [^('^j V^^ "^ '^^ V^a — x) — f( — Xy — y/a — x, — y/a H- jc ) J ^x. 



5 



Telle est la somme dont Téquation (i 5) du § II déterminera la valeur. 
En d'autres termes, on aura 

(16) *= / [f(«^» v^a -h Xy y/a — a) — r(-- a:, — y/a — x, — y/a -h-c)]^j:*, 

les limites ^^ ^ de l'intégration relative à a; étant liées à / et à t par les 
formules 



1 



(.7) ç=7^«-^) , ^=f(«-|y 



Si, pour fixer les idées, on prend 

y -^ ^ 

l(^) étant une fonction rationnelle de x\ alors, en posant, pour 
abréger, 



I /y/a -+- ^ — y/a — r — / 

^(•^t = -7^--=- -^^::=^ I ( ^ =^ ^^^,^_^^ 

sJ QL -\- X -\- \J oi -^ X \\Jai-\-x — y^a — x -\- l 
(18) 



+ -___-^_=-__ 1 



^/ 



y/ a -h J7 H- y/a — .r — 



y/a — X — ^ \ 
v/a — X -^ 1 1 



\Joi -\- X — y/a — X \ \^<x -h or h- y/ 

on tirera de la formule (i5) du § II 

y ç y/a H- a* -h y/a — j; 
(,9)/ ^a'ao)\(-^—^^) + l[ny{^.t)-^(^,-^)]({a^))'\ 
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Si Ton pose, en particulier, |(^) = i, on trouvera 

(20) / ■ =^ — TH (1-V ^-^ )' 

X étant toujours lié à /, et ^ à t, par les formules (17) ou, ce qui 
revient au même, par les. suivantes : 

(21) i^zsJoL-^ X — \]x — Xy T = v^a -h ç — v^a — ^. 

Il est d'ailleurs facile de vérifier l'exactitude de la formule (20), soit 
à l'aide des méthodes d'intégration généralement suivies, soit même à 
Taide de la seule difTérentiation de ses deux membres. 



127. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur la nature et les propriétés des racines 
d'une équation qui renferme un paramétre variable. 

C. R., t. XII, p. ii33 (21 juin 1841). 

Les racines d'une équation qui renferme deux variables x^ /, et que 
l'on résout par rapport à la variable x ou, ce qui revient au même, les 
racines d'une équation qui renferme, avec l'inconnue Xy un paramètre 
variable /, jouissent de diverses propriétés qu'il importe de bien con- 
naître. L'une de ces propriétés est que ces racines sont généralement 
des fonctions continues du paramètre variable, en sorte qu'elles 
varient avec ce paramètre par degrés insensibles. Il en résulte que, 
si, en vertu de la variation du paramètre, une racine réelle vient à dis- 
paraître, elle sera immédiatement remplacée par des racines imagi- 
naires. Cette dernière proposition n'est pas à beaucoup près aussi 
évidente qu'elle semble l'être au premier abord. Il est d'autant plus 
nécessaire de la démontrer qu'elle ne subsiste pas sans condition. En 
effet, puisque la forme de l'équation entre ^ et / est entièrement arbi- 
traire, rien n'empêche de donner pour racine x a cette équation une 
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fonction discontinue du paramètre /, par exemple, la fonction 



«'; 



et il est clair que, dans ce dernier cas, x variera très sensiblement, en 
passant d'une valeur très petite à une valeur très grande, si le para- 
mètre /, en demeurant très voisin de zéro, passe du négatif au positif. 

Pour que Ton soit assuré que la racine x^ considérée comme fonc- 
tion du paramètre /, reste continue dans le voisinage d'une valeur 
particulière attribuée à ce paramètre, il suffit que le premier membre 
de Téquation donnée reste lui-même fonction continue des deux 
variables x^ t, dans le voisinage de la valeur particulière de t, et de 
la valeur correspondante de x. C'est ce que je démontre, en m'ap- 
puyant sur un théorème que j'ai donné dans un Mémoire présenté à 
l'Académie de Turin le 27 novembre 1 83 1. De ce théorème, qui déter- 
mine, pour une équation algébrique ou transcendante, le nombre des 
racines réelles ou imaginaires assujetties à des conditions données, je 
déduis immédiatement la continuité de la fonction de / qui représente 
la racine x de Téquation donnée entre x et t; et j'en conclus, par 
exemple, que si, cette équation étant réelle, plusieurs racines réelles 
égales viennent à disparaître, elles se trouveront généralement rem- 
placées par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le § I du présent Mémoire est relatif à des équations entre a? et / 
de forme quelconque. Dans le § II je considère des équations d'une 
forme particulière, savoir celles qui fournissent immédiatement la 
valeur de / en fonction de x. Parmi les équations de ce genre, on doit 
surtout remarquer celles qui donnent pour t une fonction réelle et 
rationnelle de x. Une semblable équation, résolue par rapport à x^ 
ne peut avoir constamment toutes ses racines réelles, pour une valeur 
réelle quelconque de f, que sous certaines conditions, dont l'une est 
que les degrés des deux termes de la fraction rationnelle soient égaux, 
ou diflerent entre eux d'une seule unité. Les autres conditions con- 
sistent en ce que les deux termes, égalés à zéro, fournissent deux 
nouvelles équations, dont toutes les racines soient réelles et inégales,. 
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et que la suite de toutes ces racines réunies et rangées d'après leur 
ordre de grandeur offre alternativement une racine de Tune des deux 
nouvelles équations, puis une racine de l'autre. Lorsque ces diverses 
conditions sont remplies» on peut être assuré, non seulement que 
Téquation proposée, résolue par rapport à a?, a toutes ses racines 
réelles et inégales pour une valeur quelconque de /, mais encore que 
chacune de ces racines, pour une valeur croissante de /, est toujours 
croissante ou toujours décroissante, tant qu'elle reste finie. Quelques 
propositions établies par M. Richelot {voir\e Journal de M. Crelle, t. 21, 
p. 3 1 3) se trouvent comprises dans celles que je viens d'énoncer. 

Analyse. 

Me proposant de publier dans les Exercices d'Analyse et de Physique 
mathématique le Mémoire dont l'objet vient d'être indiqué, je me bor- 
nerai à énoncer ici les principaux théorèmes qui s'y trouvent ren- 
fermés, et qui, pour la plupart, se déduisent les uns des autres, en 
omettant les démonstrations que l'on retrouvera sans beaucoup de 
peine, surtout si l'on a égard à l'ordre dans lequel ces théorèmes sont 
présentés. 

§ I. — Considérations générales. 

Dans le § I, j'établis successivement les théorèmes suivants : 
Théorème I. — Nommons 

deux valeurs finies et correspondantes de t et de x^ propres à vérifier 
Véquation 

m 

(I) F(a7,0 = o, 

et dans le voisinage desquelles la fonction Y{x^t) reste continue par rap- 
port aux variables J7, /. Si Von attribue à la variable t une valeur très peu 
différente de t, par conséquent une valeur de lafiyrnve 

^ = T H- I , 
ORu^resdeC.^S. I, t.Vl. 23 
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I désignant un accroissement infiniment petit, positif ou négatif ou même 
imaginaire, l'équation ( i ), résolue par rapport à a?, offrira une ou plu- 
sieurs racines x très peu différentes de\^et dont chacune sera de lafi^rme 



X 



= 1 4-y , 



y désignant encore une expression réelle ou imaginaire, infiniment petite, 
qui convergera en même temps que i vers la limite zéro. De plus, le nombre 
de ces racines sera précisément le nombre de celles qui se réduiront à Ç dans 
Véquation 

(2) F(vr,T)=:0. 

Théorème II. — Y[x^t) étant une fonction réelle et déterminée des 
variables x, t, nommons 

deux valeurs réelles et finies de x et de t, qui vérifient Véquation 

F(a:, = 0, 

et dans le voisinage desquelles la fonction Y[x,t) reste continue. Si 'Z repré- 
sente une valeur maximum ou minimum de t, c est-à-dire si'z est toujours 
inférieur ou toujours supérieur aux valeurs réelles que t peut acquérir pour 
des valeurs réelles de x voisines de Ç, l'équation 

F(x,t) = o, 

résolue par rapport à x, offrira des rcLcines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de t voisines de la valeur t. 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

si Véquation 

F{x,t) = o, 

après avoir acquis m racines réelles égales entre elles, pour une certaine 
valeur réelle 'i de la variable t, vient tout à coup à perdre ces racines 
réelles, pour une racine réelle de t, très voisine de t, celles-ci se trouveront 
remplacées par m racines imaginaires. 
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Théorème IV. — Si Inéquation 

résolue par rapport à x^ a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de la variable t^ cette dernière variable, considérée comme fonc- 
tion de J7, ne pourra jamais acquérir un maximum ou un minimum t cor- 
respondant à une valeur ^ de x tellement choisie que ¥{Xft) reste /onction 
continue dans le voisinage des valeurs ^eti des t>ariables x et t. 

Théorème V. — Y[xy t) désignant une fonction réelle des variables x, /, 
nofnmons 

deux valeurs réelles de x et de t, propres à vérifier V équation 

F(x, /) = o, 

et dans le voisinage desquelles la fonction F(j7, /) reste continue, avec sa 
dérivée Y{x^t) relative à la variable t. Soit m le nombre de racines égales 
à ^ dans l'équation 

en sorte que le rapport 



(*-0 



/» 



acquière, pour x = ^^ une valeur finie différente de séro; et supposons que 
Von puisse en dire autant de la fonction ^{x, t). Enfin, nommons une 
racine primitive de l'équation 

et posons 

Il ( x, « ) = : } 

/ désignant une quantité réelle. V équation 

(3) F(;r,T-hi)=:o 

offrira, pour de très petites valeurs numériques de /, m racines très peu 
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différentes de Ç, dont, chacune vérifiera l'une des m équations de lajorme 

(4) x-i=[i\i{x,i)-r, ^-^ = ô«[»n(x,or, 

si le signe de i est celui de la quantité 

et rime des m équations de la forme 

1 1 

(5) aT-Ç = 9[—in(a:, *)]'«, ^-^=e'[-«n(:c, I)]'», 
si le signe de i est contraire à celui éfe n($, o). 

Comme, parmi les équations (4), (5), on trouvera seulement deux 
équations réelles qui seront, ou deux des équations (4)9 si le nombre m 
est pair, ou Tune des équations (4) et Tune des équations (5) si m est 
impair, on conclura du théorème Y que, dans Thypothèse admise et 
pour m > f , quelques-unes des valeurs de a?, propres à vérifier les for- 
mules (4) et (5), deviennent imaginaires. Ajoutons que chacune de ces 
valeurs de x pourra être immédiatement développée en série par la for- 
mule de Lagrange. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
SI la valeur ^de x représente, non une racine simple, mais une racine mul- 
tiple de l'équation 

en sorte que, m racines étant égales à Ç, fe rapport 

acquière, pour a? = Ç, une valeur ^ie différente de zéro^ V équation 

* 

résolue par rapport à x^ offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs de t voisines de t. 






EXTRAIT N» 127. 181 



§ IL — Sur les racines de V équation t=zm{x). 

Le § II de mon Mémoire se rapporte spécialement aux racines des 
équations de la forme 

J'établis successivement, à Tégard de ces mêmes racines, les théorèmes 
suivants : 

Théorème I. — ©(a?) étant une Jonction réelle et déterminée de x, si la 
variable /, liée à la variable x par l'équation 

(i) t — m(a:), 

acquiert une valeur maximum ou minimum t pout une valeur réelle et 
finie de x, représentée par Ç, et dans le voisinage de laquelle la fonc* 
lion xs[x) reste continue, l'équation (i), résolue par rapport à a?, offrira 
des racines imaginaires, pour certaines valeurs de /, voisines de la valeur t. 

Théorème II. — Si l'équation 

t z=. ct(j:), 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles, pour une valeur réelle 
quelconque de la variable t, cette dernière variable ne pourra jamais 
acquérir un maximum ou un minimum t correspondant à une valeur 
réelle $ de x^ dans le voisinage de laquelle la fonction m[x) resterait 
continue. 

Théorème IIL — xs[x) étant une fonction réelle et déterminée de x, 
supposons la variable t liée à la variable x par la formule 

t — ©(je). 
Si Véquation 

(2) Gy(a:)=zT 

offre m racines égales à\^ en sorte qiCon ait 

Gj(^)-T=(x-$)"«J(jr), 
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i{x) désignant une fonction nouvelle qui acquière^ pourx^=^ Ç, une valeur 
finie différente de zéro y l'équation 

cy(j7) = T-H ly 

OU 

(3) <— «)'"=.?(^' 

offrira, pour de très petites valeurs numériques de i, m racines très peu 
différentes de Ç. Soit d'ailleurs une des racines primitives de l'équation 

Chacune des m racines de V équation (3), correspondantes à de très petites 
valeurs numériques de i, vérifiera l'une des m formules 

«' '-HM'' '-«='"[îà)r- •■■■ 

si le signe de i est en même temps celui de la quantité ê{x), et l'une des 
m formules 



(5) 



-i-jb)ï' -^-'i-m] 



m 



I 

ou 



si le signe de i est contraire à celui de ^(Ç). 

Théorème IV. — xa[x) étant une fonction réelle et déterminée de la va- 
riable x^ et cette variable étant liée à la variable t par l'équation 

nommons \ une valeur réelle de x qui représente m racines réelles égales 
de V équation 

en sorte que le rapport 

acquière, pour a? = Ç, une valeur finie différente de zéro. Si la fonction 
ui{x) reste continue dans le voisinage de la valeur x = ^, l'équation (i), 



CT(J7)= ty 



i 
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résolue par rapport à a?, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de t voisines de t. 

Théorème V. — ts{x) étant une /onction réelle et déterminée de Xy qui 
ne cesse d^être continue qu'en devenant infinie ^ si l'équation 

t = Bj(x), 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de t^ non seulement chacune des deux équations 

(6) By(j:) = o, 

aura pareillement toutes ses racines réelles, mais, de plus, deux racines 
réelles distinctes de l'équation (6) comprendront toujours entre elles une 
seule racine réelle de l'équation {'])^et, réciproquement, deux racines réelles 
distinctes de l'équation (7) comprendront toujours entre elles une seule 
racine réelle de V équation (6). 

Théorème VI . — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème V , 
si les racines réunies des équations (6) ^^ ( 7 ) sont rangées par ordre de gran- 
deur, de manière à former une suite croissante, les divers termes de cette 
suite appartiendront alternativement à l'une et à l'autre équation; si d'ail* 

leurs on nomme 

a, a' 

deux racines consécutives de l'équation (7), la seconde de •ces racines a' 
pouvant être remplacée par l' infini positifs, et la première a par l'infini 
négatif —co^ la variable 

tz=zfS(x) 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x 
passera de la limite a à la limite a\ 

Pour montrer une aitplication très simple des théorèmes qui pré- 
cèdent, supposons 

m{x) = tangax, 
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a désignant une constante réelle. Alors Téquation (i), réduite à 

/:=langax, 

ou, ce qui revient au même, à 

sinaj: 

/= , 

cosaa: 

aura, comme on sait, toutes ses racines x réelles. Donc, en vertu des 
théorèmes V et VI, les racines des deux équations (6) et (7), ou 

sinax=:o et cosaa:=:o, 

étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alter- 
nativement à l'une et à l'autre équation, ce qui est exact. De plus, la 

fonction 

^ — tangao? 

sera toujours croissante, tandis que la variable x croîtra, en passant 
d'un terme quelconque de la série 

aa 2a 2a 2a 

qui offre les diverses racines de l'équation cosao? = o, rangées par 
ordre de grandeur, au terme suivant. 

Dans les théorèmes qui précèdent, la fonction t3{x) était supposée 
réelle. Dans ceux qui suivent, elle est de plus rationnelle, c'est-à-dire 
représentée par une fraction dont les deux termes se réduisent à des 

fonctions entières de la variable x. 

« 
Théorème VII. — xs{x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 

l'équation 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 

m 

quelconque de /, les degrés des deux termes de la fraction rationnelle ts{x) 
seront égaux ou différeront entre eux d'une seule unité; de plus les racines 
de chacune des équations 
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seront réelles et inégales; enfin toutes ces racines réunies et rangées par 
ordre de grandeur y de manière à former une suite croissante, appartien- 
dront alternativement à l'une et à r autre équation. 

Tbéorème VIII. — xs{x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
les degrés des deux termes de cette fonction ou fraction rationnelle sont 
égaux ou différent entre eux d'une seule unité; si d'ailleurs les racines de 
chacune des équations 

nj(.r)=zo, ——- tz-o 

sont toutes réelles et inégales; si enfin ces racines, rangées par ordre de 
grandeur^ appartiennent alternativement à l'une et à l'autre équation; 
alors, résolue par rapport à x, l'équation 

CJ(J7)= t 

aura toutes ses racines réelles pour une valeur réelle quelconque de la va- 
riable t. 

Théorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème VIII, 
si l'on représente par 

les racines finies de l'équation 

I 

rangées dans leur ordre de grandeur, de manière à former une suite crois- 
sante, la valeur de 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable .r 
croîtra en passant d'un terme de la série 

(8) — », «I, Ot, «3, ..., X 

au terme suivant. 

Posons, pour fixer les idées, 

QEum* de C. — S. i, t. VI. 2^ 
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^désignant une constante réelle, et^{x), '^{x) désignant deux fonc- 
tions entières de x, dans chacune desquelles la plus haute puissance 
de X ait pour coefficient l'unité. L'équation 

pourra s'écrire comme il suit 

et pour bien comprendre le théorème IX, il sera nécessaire de distin- 
guer trois cas, suivant que la différence entre le degré de ^{^) et le 

degré de (f{x) sera 

I ou o ou — I. 

Dans le premier cas, — oo, -h oo seront racines de l'équation 

I 

= 0, 



et la valeur du rapport 

t 

k 

croîtra sans cesse en passant de la limite — ao à la limite oo, tandis que 
la variable x croîtra en passant d'un terme de la série (8) au terme 
suivant. 

Dans le troisième cas, — 3o, 4- oo seront racines de l'équalion 

et, tandis que la variable x croîtra en passant d'un terme a' de la 
série (8) au terme suivant a\ la valeur du rapport 

décroîtra sans cesse, en passant de la limite o à la limite — qo, si l'on 
a a' = — 30, de la limite oo à la limite zéro, si l'on a a" = œ, et de la 
limite x) à la limite — 3o, si a et a" conservent des valeurs finies. 
Enfin, dans le second cas, — oo, -f- oo seront racines de l'équation 

ïs{x)^=i k; 
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et, tandis que la variable x croîtra en passant d'un terme quelconque a' 
de la série (8) au terme suivant a'\ la valeur du rapport 

k 

croîtra ou décroîtra sans cesse, en passant généralement de la limite 
—oc à la limite oo, ou réciproquement, suivant que la plus petite racine A, 
de l'équation 

m{x)-=i o 

sera inférieure ou supérieure à la plus petite racine a, de l'équation 

I 

= 0. 



Ajoutons que la première des valeurs extrêmes du rapport -r» si l'on a 

a' = — 00, 

et la seconde, si l'on a 



a'= 00. 



devront cesser d'être infinies, et se réduiront simplement à l'unité. 



128. 

Analyse mathématique. — Sur la détermination et la transformation 
d'un grand nombre d'intégrales définies nouvelles, 

C. R., t. XII, p. 1145 ('2f juin 184 1). 

Des formules générales que j'ai données dans les Exercices de Mathé- 
matiques, et qui s'y trouvent déjduites du calcul des résidus, fournissent 
immédiatement les valeurs d'une multitude d'intégrales définies, dont 
les unes étaient connues, les autres inconnues. Parmi ces formules, 
l'une des plus remarquables est celle qui détermine les valeurs des 
intégrales prises entre les limites — c», 4-00, et qui comprend comme 
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cas particuliers quelques résultats obtenusparEuler et parM. Laplace. 
Or mes dernières recherches sur le calcul des résidus permettent 
d'étendre considérablement cette même formule, ou plutôt de la rem- 
placer par d'autres qui peuvent être appliquées à la détermination ou 
à la transformation d'un grand nombre d'intégrales définies nouvelles. 
Je vais expliquer en peu de mots la marche que j'ai suivie pour arriver 
aux nouvelles formules dont il est ici question. 

Les théorèmes généraux de Calcul intégral que j'ai présentés à l'Aca- 
démie dans les précédentes séances servent à déterminer ou à trans- 
former une intégrale définie, relative à x, ou plutôt la somme s des 
valeurs de cette intégrale qui correspondent aux diverses valeurs de x 
considérée comme une fonction implicite d'une autre variable t. Sup- 
posons maintenant ces diverses valeurs représentées par autant d'inté- 
grales dont chacune offre pour seconde limite l'origine de l'intégrale 
suivante. 11 est clair que, dans ce cas particulier, la somme s pourra 
être réduite à une intégrale unique que les théorèmes dont il s'agit 
serviront à déterminer ou à transformer. Tel est le principe très simple 
a l'aide duquel je déduis des formules générales précédemment éta- 
blies celles qui forment l'objet spécial de ce nouveau Mémoire. 



Analyse. 
§ 1. — Formules générales, 

La variable x étant liée à la variable / par l'équation 

nommons ^{x^ t), T(^, t) les dérivées partielles de la fonction F(.r, /), 
relatives à ;r et à /. Soient de plus 

f(^') ou f(^, ^) 
une autre fonction de la variable x ou des deux variables .r, /, et 



> 



4» ■ 
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deux valeurs correspondantes de ces mêmes variables. On aura 

OU , plus généralement, 

pourvu que chacune des variables x, t reste fonction continue de l'autre, 
entre les limites de l'intégration. Pour que cette condition soit rem- 
plie, lorsque les deux variables restent réelles, il est nécessaire et il 
suffît qu'elles varient simultanément par degrés insensibles et que, 
pour des valeurs croissantes de Tune, l'autre soit toujours croissante, 
ou toujours décroissante, du moins entre les limites que l'on considère. 

Lorsque, dans une intégrale définie relative à .r, on remplacera, 
comme on vient de le dire, la variable x par une nouvelle variable /, 
l'équation (i), qui caractérisera la relation établie entre les deux va- 
riables X et /, sera ce que nous appellerons l'équation caractéristique. 

On ne devra pas oublier que la variable t est regardée comme fonc- 
tion de X, dans le premier membre de la formule (3), et la variable .r 
comme fonction de / dans le second membre. D'ailleurs l'équation (i), 
résolue, soit par rapport à t, soit par rapport a x, peut, dans une hypo- 
thèse comme dans l'autre, fournir ou une seule racine ou plusieurs 
racines diverses. Concevons, pour fixer les idées, que l'équation (i), 
résolue par rapport à a?, fournisse diverses racines 

représentées par des fonctions de t qui se réduisent aux quantités 

Ç — Ç| > Ci — ^î , . • • 

dans le cas particulier où l'on suppose / = t. Puisque les deux variables 
X, / doivent, entre les limites de l'intégration, rester fonctions conti- 
nues l'une de l'autre, il est clair qu'à chaque valeur de x, considérée 
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comme fonction de /, répondra, dans la formule (3), une seule valeur 
de t considérée comme fonction de x. Mais aux diverses valeurs de x, 
considérée comme fonction de /, correspondront généralement diverses 
valeurs de l'intégrale 

et, en nommant s la somme de ces valeurs, c'est-à-dire en posant, pour 
abréger, 

(4) ^~ / ({-J^, t)dx -i- I *i{x, t)dx -T-, . ., 



on tirera de la formule (3) 



__ n p î{z,t)W{z,t) 



ou, ce qui revient au même, 

le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire z. 

Avant d*aller plus loin, nous avons une remarque importante à faire. 
Dans chacune des intégrales que renferme la formule (4)» t est consi- 
déré comme fonction de x. Mais la valeur de / en a? pourra varier dans 
le passage d'une intégrale k une autre, si l'équation (i), résolue par 
rapport à /, offre plusieurs racines. En effet, la condition à laquelle 
cette valeur de t est assujettie, c'est que, dans chaque intégrale de la 
forme 

1 {(Xyt)dx, 

elle se réduise à t pour a: =± ^. Or la valeur de t qui remplit cette con- 
dition peut changer de forme avec la valeur de E. Si, par exemple, on a 

F(Xjt)=X^-^ tx-\-t^— i et T=:0, 
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on trouvera pour valeurs de $ 

I et — I . 
Or l'équation 

résolue par rapport à /, donnera 



/ = — ijr-f- y^ — |x* ou / = — Ja: — y/i — Jj?* ; 

et, de ces deux dernières valeurs de /, la première s'évanouira pour 
ir= I, la seconde pour 07= — i. Remarquons toutefois que, si, dans 
cet exemple, les deux valeurs de t étaient présentées sous la forme 

la première seule aurait la double propriété de s*évanouir à la fois 
pour 57 = I et pour or = — i . 
Revenons à la formule (5). Si le rapport 

ne devient infini que pour des valeurs nulles de F(5, t), si d'ailleurs le 
résidu de la fraction 

<^ ')<;■') 

relatif à une valeur nulle de :;, offre une valeur déterminée, cette fur- 
mule donnera 



1M-.n fi 



(6) 






Si Ton remplace i[x, t) par un produit de la forme 

f(-r)/(/), 
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l'équation (G) deviendra 



(7) *=/.((f( = ))) 






) 



/{l)dt. 



Enfin, si l'on remplace f(^, /) par une fonction ({x) de la seule va- 
riable X, ou par une fonction /(/) de la seule variable t, on trouvera 
dans le premier cas 

r r f(-) F(-,/ 

•'Cl îi * i* I — > 7 



et dans le second cas 



(9) f'/(t)d.r+f'/{t)dj:-h... = -f\- 



>a 



( KJ") 



/(Oû^^. 



Parmi les formes diverses que peut acquérir la fonction F(x, /), on 
doit remarquer celles dans lesquelles les variables x, t sont séparées. 
Cette séparation aura lieu, par exemple, si Ton pose 

n étant un nombre entier quelconque, et xs[x) une fonction déter- 
minée de JT, c'est-à-dire, en d'autres termes, si l'équation (i) se ré- 
duit à 



(lO) 



r'-iCT(.r). 



Dans ce cas, la formule (7) donnera 



(M) S=1^{{{{Z))) 






f(i 



((-*)) 



Ht 



n-\ 



( '—(:) 



f{l)dt. 



Si l'on suppose en particulier/» = i, l'équation (lo) sera réduite à 



(12) 



t z^ ro(jr), 
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et les formules (7), (9) donneront 

' /(O 



'(0 



( , 3 ) s=f{{f{z)))f — -^Î-T dt - / -) -V. f ' - /l'J - dt, 

(.4) f'fWda- + f"/(i)da:+...= l--^,-- r'—fS£L-dt. 



§11. — Formules relatives au cas où les racines de l'équation caractéristique 

sont toutes réelles. 

Parmi les résultats que Ton peut déduire des principes établis dans 
le premier paragraphe, on doit surtout remarquer ceux que Ton obtient 
quand on suppose que l'équation caractéristique, résolue par rapport 
à la variable x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle quel- 
conque de la variable /. 

Admettons cette hypothèse; supposons encore, pour plus de sim- 
plicité, que l'équation caractéristique se présente sous la forme 

(1) t^=:XS{x)y 

xs[x) désignant une fonction réelle et déterminée de x; et concevons 
d'abord que cette fonction xss[x) se réduise à une fraction rationnelle. 
On pourra prendre 

k désignant une constante réelle et ç [x)^ ^ [x) deux fonctions entières 
de X dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute puissance 
dex se réduise à l'unité. Cela posé, chacune des deux équations 

(2) Ts{.r)—o, 

et par suite aussi chacune des deux équations 



(4) 




^(^) = o, 


(5) 


QF.uvres de C. — S. 1, t. VI. 


9(.r)_o, 



2J 
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aura toutes ses racines réelles et inégales. Supposons que ces racines, 
rangées d'après leur ordre de grandeur, de manière à former une suite 
croissante, soient respectivement 

(6) «,, «„ a„ ... 

pour l'équation (5), et 

(7) bi, bf, 6,, ... 

pour l'équation {\). Suivant ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, 
deux termes consécutifs de chacune des suites (6), (7) comprendront 
entre eux un seul terme de l'autre suite, et les degrés des fonctions 
entières 

seront égaux ou différeront entre eux d'une seule unité. On aura donc 
trois cas à considérer suivant que la différence entre le degré de '^(«r ) 
et le degré de ^(j?) sera 

i ou o ou — i. 

Si l'on nomme n le nombre qui représente les degrés lorsqu'ils sont 
égaux, et le plus grand des deux, quand ils sont inégaux, ces mêmes 
degrés seront respectivement, dans le premier cas, 

n et n — i ; 

dans le second cas 

n et n ; 

dans le troisième cas 

n — I et /*. 

On aura par suite, dans le premier cas, 

(8) ^■_,^. C -^ — ^i)(-^ — ^î) ■ ■- (-g — ^/t) . 

(x — ai) ... (J? — a^-i) ' 

dans le second cas 
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et dans le troisième cas 

(.r — A,) ... (j: — b„-^) 



(lO) tzziA 



(.r-— «|)(j: — a,) ... (jr — a„) 



Voyons maintenant quelles seront « pour ces trois valeurs de /» les 
valeurs de la somme désignée dans le premier paragraphe par la lettres. 
Dans le premier cas, tandis que la variable x passera d'un terme de 
la série 

— oc, «1, rit» ...1 ^/i-l» ^ 

au terme suivant, le rapport 

t 

k 

croîtra sans cesse, en passant de la limite — oc k la limite oo. Uonc 

alors, dans les diverses formules du premier paragraphe, on pourra 

prendre pour 

/ et T 

deux quantités finies quelconques. L'équation (8), résolue par rap- 
port à œ, fournira d'ailleurs, pour une valeur quelconque de / ou de t, 
les valeurs correspondantes des quantités 

ou 

Çl> Çl» • • • » ^«» 

qui se trouveront comprises, la première entre les limites — oc, éii, la 
seconde entre les limites «,, a^, ..., la dernière entre les limites 

Si, pour fixer les idées, on prend 

/ 

la formule (4) du § I donnera 
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Si Ton prend, au contraire, 



l= — co, t-O, 



la même formule donnera 



î{jr,t)cl.r -h f f(^, l)d,v H-. . .-h / f(J?, t)djr. 

Enfin, si l'on prend 

T i 



-=.-00, j^^cc, 



on trouvera 



s 



:/ t{Xj t)dj; -{- I ï{x, t)d,v -h...-h f {{Xyt)dx 



OU, ce qui revient au même, 



(i3) • s^J {{X, 



t)dx. 



D'ailleurs, la valeur de s que détermine la formule (n) ou (12) s'ex- 
primera, en vertu de l'équation (6) du § I", à l'aide d'intégrales définies 
relatives a /, et prises entre deux limites dont l'une sera zéro, l'autre 
étant riz 00. La même équation, appliquée à la valeur de s que détermine 
la formule (i3), donnera 

(,4) -£«-')."£i«n=.'))),_4(T,-££'',5|:- T/i) 



t — VS 



le double signe =!= devant être réduit au signe -4- ou au signe —, sui- 
vant que la constante k sera positive ou négative. 

Considérons maintenant le second cas où la valeur de / en a: est fournie 
par l'équation (9). Dans ce cas, tandis que la variable x passera d'un 
(crme de la série 

— 00, a,, «2, ..., «„„i, rt„, 00 
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au terme suivant, le rapport 

t 

k 

croîtra ou décroîtra sans cesse, suivant que Ton aura a, <6, ou A, <a,* 
De plus les deux limites entre lesquelles croîtra ou décroîtra le rapport 

T seront généralement — x) et -+- oo ou -f- ao et — oo. Seulement Tune 

de ces limites se trouvera remplacée par l'unfté quand Tune des limites 
de la variable x sera — oo ou ao. Par conséquent on pourra prendre, 

pour 

/ ei T, 

dans les diverses formules du § I*% non plus deux quantités finies quel- 
conques, mais deux quantités finies simultanément comprises, soit 

entre les limites 

k et 00, 



soit entre les limites 



Si d'ailleurs on nomme 



— X et k. 



(i5) —00, c,, Cj, .,., c„_|, X 

les n racines de l'équation 

rs{jr):^k ou i|/(,r) = 9( j:), 

l'équation (9), résolue par rapporta x, fournira, pour une valeur quel- 
conque de / ou de t, les valeurs correspondantes des quantités 

ou 

4i> st» • • • > s« J 

qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites — x, a,, 
la seconde entre les limites c^, aj, ..., la dernière entre les limites 
Cn-tf «/lî ou bien, la première entre les limites a,, c,, la seconde entre 
les limites a^, c^, . . . , la dernière entre les limites a„, x». 
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Si, pour fixer les idées, on prend 

00 

T — A', f = A-, 

Oi — ai 

la formule (/j) du § I**^ donnera 



(i6) 






Si Ton prend au contraire 



^1— «1 
la même formule donnera 



A-, / — X , 



f t{x,t)dx-\- l f{x,t)dx -h. . .-h I î{x,l)dx; 

et il suffira d'ajouter là somme (i6) à la somme (17), pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l'intégrale 

1 î(x,t)dx. 

D'ailleurs la valeur de s, que détermine la formule (11) ou (12), s'ex- 
primera, en vertu de la formule (6) du § I", à l'aide d'intégrales définies 
relatives à t, prises entre les limites 



ou entre les limites 



00 



— 00 
, k et k. 



Donc, à l'aide d'intégrales de la même forme, mais prises entre les 

limites 

— 00 , 00 , 

^ et -, A- 

^1 — ai bx — «1 
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on pourra exprimer la valeur de l'intégrale 



fji^, 



t)djc. 



On se trouvera ainsi ramené de nouveau a la formule (i 4)- Seulement, 
dans celte formule, le double signe ± devra être réduit au signe -f- ou 

au signe —, suivant que la constante^- — sera positive ou négative. 

Si à la limite k de la variable /on substituait la limite zéro, il fau- 
drait, à n termes consécutifs de la suite 

substituer les quantités 

D'ailleurs zéro sera renfermé entre les deux limites 



k et 7 k 

^i — «i 



ou entre les limites 

— 00 



6,— a, 



k el A-, 



suivant que les deux quantités A; et 6, — a, seront affectées de signes 
contraires ou du même signe. On pourra donc, suivant que Tune ou 
l'autre condition sera remplie, déterminer encore, après la substitution 
dont il s'agit et à l'aide des principes établis dans le § l^S la valeur de 
la somme (i6) ou (17), réduite, au signe près, à la suivante : 

Cette dernière somme comprend, comme cas particuliers, celles qui 
ont été déterminées par M. Richelot. 

Considérons enfin le troisième cas où la valeur de / en ;r est fournie 
par l'équation (lo). Dans ce cas, tandis que la variable x croîtra en 
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eiinc de la série 



|riss:uil ijént'nilenioiit dr la limilc » a la limite 
l: co lieux limilrs .^e tiuuveia n;mplai.ée par 
la \;iriiiblL' .( seia -x ou x. l'arcon- 



im il •< (Iii ?; 1", ti'iii p:>s (leti\ i]iian1i(<''s finie-; quel- 
I I \ (jii ritid'- linir-. siniiillanénicnt inmpr'isrs, soil 




ujil uti |)iiseg, <iu, ia |ireiiii 


■ye f 


ili'e les liniite.s — X. 


tiiLi k limites /-,, ti.. 1 


i dél- 


icre entre les limites 


en ncoii la premiùre onlr 


ies 


imites ti„ 0,. la se- 
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Si Ton prend, au contraire, 

la même Tormule donnera 

f f(.r, /)</.r 4- / {(Xy l)dx -h,. .-\- I f(.r, /)f/.r; 

et il suffira d'ajouter la somme (19) à la somme (20) pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l'intégrale 






t)ci.r. 



U*ailleurs la valeur de s que détermine la formule (19) ou (20) s'ex- 
primera, en vertu delà formule (6) du § I**", à l'aide d'intégrales défi- 
nies relatives à /, et prises entre les limites 

o et — 00. ^, 

ou 

00. A* el o. 

Uonc, !) l'aide d'intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 

oc , A*, — OC . n'f 

on pourra exprimer la valeur de l'intégrale 



ly-' 



l)da\ 



On se trouvera ainsi ramené encore à la formule (i/|). Seulement, dans 
cette formule, le double signe devra être réduit au signe — ou au 
signe -h, suivant que la constante k sera positive ou négative. 

Je donnerai, dans d'autres articles, de nombreuses applications des 
formules générales que je viens d'établir et, en particulier, de la for- 
mule (i4)- J'examinerai aussi ce que deviennent ces diverses formules 
quand cT(.r) est une fonction transcendante. 

OEut^res de C. — S. I, t. VI. '^6 



I 
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129. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur rintégration des systèmes d'équa- 
tions aux différentielles partielles^ et sur les phénomènes dont cette 
intégration fait connaître les lois dans les questions de Physique ma- 
thématique. 

C. R., t. XIII, p. I (5 juillet 1841). 

J*ai donné, pour l'intégration d'un système quelconque d'équations 
linéaires aux difTérences partielles, une méthode générale qui réduit 
le problème à la formation de Téquation caractéristique et à la déter- 
mination de la fonction que j'ai nommée; fonction principale. La for- 
mation de l'équation caractéristique ne présente aucune difficulté. 
Supposons d'ailleurs, pour fixer les idées, que les variables indépen- 
dantes, comme il arrive dans les problèmes de Mécanique, se réduisent 
à quatre variables qui représentent trois coordonnées x, y^ z, et le 
temps /. La fonction principale devra être déterminée par la double 
condition de vérifier l'équation caractéristique et de s'évanouir pour 
une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle de /, avec 
toutes ses dérivées relatives à t, jusqu'à celle dont l'ordre est inférieur 
d'une seule unité à l'exposant de la plus haute puissance de D, que 
renferme cette équation. Si, d'autre part, cette plus haute puissance 
de Df se trouve, comme il arrive d'ordinaire, multipliée par un coeflî- 
cient constant, la fonction principale sera complètement déterminée 
par les conditions que nous venons d'énoncer, et elle pourra être 
représentée par une intégrale définie sextuple. Enfin, si le premier 
membre de l'équation caractéristique est une fonction homogène de 

D,, D^, D„ D„ 

l'intégrale sextuple pourra être, comme je l'ai prouvé en i83o, réduite 
à une intégrale .définie quadruple, ou même à une intégrale définie 
double, si la fonction homogène est du second degré. 
Lorsque le système des équations proposées se rapporte à une ques- 
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tion de Physique mathématique, alors il suit de la réduction ci-dessus 
mentionnée que si, à l'origine du mouvement, certaines fonctions des 
variables indépendantes ou de leurs dérivées n*ont de valeurs sen- 
sibles que dans un très petit espace, elles n'auront de valeurs sensibles, 
au bout du temps /, que dans l'intérieur de certaines surfaces courbes. 
Donc alors, la propagation du mouvement donnera naissance a cer- 
taines o/i^es sonores, lumineuses, etc., terminées intérieurement par 
les surfaces dont il s'agit. Â de grandes distances des centres de mou- 
vement, ces surfaces courbes deviendront sensiblement planes, et les 
mouvements propagés deviendront ce que j'ai nommé des mouvements 
simples. La considération directe de ces moifvements simples permet 
d'abréger considérablement les calculs, et d'obtenir avec une grande 
facilité les lois de la propagation à de grandes distances des centres 
d'ébranlement. 

Dans mes Mémoires de 1829 et de i83o, les deux méthodes que je 
viens d'indiquer se trouvent appliquées l'une et l'autre à la détermina- 
tion de la surface des ondes que produit un ébranlement primitif dans 
un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de 
répulsion mutuelle. La première méthode est celle dont j'ai fait usage 
dans le Mémoire du 12 janvier 1829, dans une Note que renferme le 
Bulletin de M. de Férussac d'avril i83o, enfin dans le Mémoire qui a 
pour objet l'intégration d'une certaine classe d'équations aux diffé- 
rences partielles, et le phénomène dont cette intégration fait connaître 
les lois dans les questions de Physique mathématique. La seconde mé- 
thode est celle que j'ai développée dans les Exercices de Mathématiques. 
Elle m'a conduit très facilement aux lois de la polarisation, et, en la 
suivant, dans les Mémoires des 3i mai et 7 juin i83o, je suis arrivé à 
conclure que Fresnel avait raison contre un illustre géomètre, en affir- 
mant Texistence de vibrations transversales perpendiculaires aux 
directions des rayons lumineux. Il est juste d'observer, que le même 
géomètre a reconnu depuis l'existence de ces vibrations et prouvé que 
leur propagation, avec la vitesse que j'avais calculée, était une consé- 
quence nécessaire des intégrales générales. Ajoutons que les lois de la 
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polarisation, comme on devait s'y attendre, peuvent se déduire des in- 
tégrales générales aussi bien que de la considération des ondes planes. 
CVst ce que M. Blanchet avait très bien vu des Tannée i83o, et ce que 
nous aurons bientôt l'occasion de rappeler en rendant compte de l'im- 
portant Mémoire qu'il a présenté dernièrement à l'Académie. Obser- 
vons enfin que les intégrales sextuples, qui représentent les valeurs 
générales des inconnues propres à vérifier un système d'équations 
linéaires aux diflférences partielles, et qui, après leur réduction, four- 
nissent les lois des phénomènes, peuvent elles-mêmes être considérées 
comme déduites de la considération des ondes planes. En effet, pour 
obtenir ces intégrales, il suffît de décomposer les fonctions de a\ y^ z, 
qui représentent les valeurs initiales des inconnues ou de leurs déri- 
vées, en une infinité de parties respectivement proportionnelles à des 
exponentielles dont chacune a pour exposant une fonction linéaire; el 
il est clair que, si l'on représente par ^, j, s des coordonnées recti- 
lignes, les diverses valeurs d'une fonction linéaire de ces coordonnées 
correspondront à divers plans parallèles les uns aux autres. Par consé- 
quent, la décomposition dont je parle, et qui s'effectue à l'aide de la 
formule de Fourier, ou plutôt à l'aide d'une formule du même genre 
<|ue j'ai substituée à la première {voir le XIX* Cahier du Journal de 
r École Polytechnique), revient à considérer l'état initial comme formé 
par la superposition d'une infinité d'ondes planes. 

Nous avons maintenant une remarque importante a faire. Les phéno- 
mènes dont on se propose de trouver les lois, à l'aide des intégrales 
générales, sont ordinairement ceux qui se produisent lorsque les dé- 
placements des molécules et leurs vitesses ne sont sensibles à l'origine 
du mouvement que dans un espace très resserré, par exemple dans le 
voisinage de l'origine des coordonnées. Mais alors l'emploi des for- 
mules, dont je parlais tout à l'heure, a le grand inconvénient de repré- 
senter un ébranlement initial circonscrit dans un très petit espace par 
la superposition d'une infinité d'ondes planes dont chacune s'étend à 
l'infini. Ayant recherché s'il ne serait pas possible de faire disparaître 
cet inconvénient, j'ai eu le bonheur de réussir. Le moyen par lequel 
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j'y suis parvenu m*a été suggéré par un fait digne, ce me semble, de 
Tattention des physiciens, et que j'ai déjà cité dans les 7" et 8* livrai- 
sons de mes Exercices d* Analyse. Je vais d'abord le rappeler en peu d«» 
mots. 

Les mouvements simples et par ondes planes ne sont pas les seuls 
dans lesquels les inconnues puissent être exprimées par des fonctions 
finies des variables indépendantes : il existe d'autres mouvements où 
cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en particulier, 
lorsque, dans un système isotrope, les équations des mouvements infi- 
niment petits deviennent homogènes, des intégrales en termes finis 
peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que j'ai 
mentionnées dans les Comptes rendus des séances de V Académie des 
Sciences, t. Il, p. 4^^ (')f savoir, des ondes dans lesquelles les vibra- 
tions moléculaires soient dirigées suivant les éléments de circonfé- 
rences de cercles parallèles tracées sur des surfaces sphériques; ces 
vibrations étant semblables entre elles et isochrones pour tous les 
points d'une même circonférence. Pareillement, si ce qu'on appelle la 
surface des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes finis 
représenteront encore des ondes ellipsoïdales. Ajoutons que ces di- 
verses ondes auront, comme les ondes planes, la propriété remarquable 
de se propager en conservant toujours les mêmes épaisseurs. Cela 
posé, il était évident pour moi qu'il y aurait un grand avantage à con- 
sidérer, s'il était possible, un ébranlement initial, circonscrit dans un 
très petit espace, comme résultant de la superposition, non plus d'une 
infinité d'ondes planes dont chacune s'étende à l'infini, mais d'une infi- 
nité d'ondes limitées, par exemple d'ondes sphériques ou d'ondes 
ellipsoïdales. Or cela est effectivement possible, comme le prouvent 
les formules nouvelles que j'ai l'honneur de présenter à l'Académie, 
et comme il était facile de le prévoir. Par suite, les lois de la propa- 
gation du mouvement dans les milieux isotropes, par exemple, peuvent 
se déduire immédiatement, et même sans calcul, de la connaissance 

( * ) Œuvres de Cituc/ij-, S. I, T. IV, p. Vx. 
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des lois relatives à la propagation des ondes sphériqucs. Or^ comme 
ces dernières se trouvent représentées par des intégrales en termes 
finis, que l'on obtient sans peine et sans le secours du Calcul intégral, 
il en résulte que, dans les milieux isotropes, les lois de la propagation 
du son, de la lumière, etc., peuvent être établies très simplement, 
de manière même que la plupart des raisonnements, auxquels on a 
recours, puissent être exposés dans les Traités élémentaires de Phy- 
sique. La même observation s'applique au cas où la surface de Toude 
est ellipsoïdale. Ajoutons que, dans tous les cas, il y aura un grand 
avantage à décomposer un ébranlement initial limité en ondes de la 
forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que Ton consi- 
dère. Or cette forme peut être déterminée à l'avance et se déduit 
immédiatement de la forme même de l'équation caractéristique, 
comme je l'ai montré dans les divers Mémoires que j'ai publiés en 
i83o. 

Au reste, la seule décomposition d'un ébranlement initiai, circon- 
scrit dans un très petit espace en ondes limitées renfermées dans ce 
même espace, est déjà très utile, quand même ces ondes n'auraient 
pas la forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que Ton 
considère et seraient, par exemple, réduites, dans tous les cas, à des 
ondes sphériques. En effet, il suffira de substituer une de ces ondes 
à l'état initial et de particulariser ainsi cet état pour que les intégrales 
fçénérales, celles mêmes qui se déduisent de la considération des ondes 
planes, subissent de nouvelles réductions qui permettront de recon- 
naître plus facilement les lois des phénomènes; et ces lois une fois 
établies pour un état initial représenté, par exemple, par une seule 
onde sphérique, continueront de subsister pour un état initial repré- 
senté par un système d'ondes sphériques, c'est-à-dire pour un état ini- 
tial quelconque. 

Je me bornerai, dans le présent Mémoire, à établir les formules 
générales qui servent à décomposer un état initial en ondes d'une 
forme donnée, et à déduire de ces formules les intégrales qui repré- 
sentent les ondes sphériques ou ellipsoïdales. Dans un autre Mémoire, 
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j'appliquerai les mêmes formules à rintégration des équations homo- 
gènes» ou même non homogènes, par exemple de celles qui repré- 
sentent les ondulations lumineuses dans le cas où Ton a égard à la 
dispersion de la lumière. 

Analyse. 
§ !•'. — Formules générales. 

On a, comme Ton sait, en désignant par e une quantité positive, qui 
peut d'ailleurs être très petite, 

r* tdr _ t: 

On en conclut, en désignant par 6 une autre quantité positive et rem- 

plaçant r par 6^r, 

/* tdr _ jr_ 

puis, en difTérentiant par rapport à et posant, après la difTérentia- 
tion, = I, £ = I, 

f* tr^dr _ 71 /** r^dr _ n 



Ces dernières équations, que Ton peut d'ailleurs établir directement, 
vont nous fournir les moyens d'obtenir des formules générales relative.s 
à la transformation des fonctions de trois variables indépendantes. 
Soit 

une fonction arbitraire de trois variables x, y, c, qui pourront être 
considérées comme représentant trois coordonnées rectangulaires. Soit 
encore 

(l) vr=zj(x,7, 5) 

une fonction des mêmes variables, homogène, et tellement choisie que 
la surface représentée par l'équation (i), pour une valeur donnée de y, 
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soit une surface convexe, par conséquent une surface continue, fermée 
(le toutes parts et rencontrée en un seul point par un rayon vecteur 
mené à partir de l'origine, ou même a partir d'un point intérieur quel- 
conque, dans une direction donnée. Enfin soit 



C^) 



^::^J(X — Jf-, /JL- V, V--5) 



ce que devienl t quand on y remplace 



par 



>. 



.r, y, z 



f^~/, v-^, 



X, [x, V désignant les coordonnées rectangulaires d'un nouveau point 
distinct du point (.r, y, z); et supposons l'intégrale triple 



C^) 



'-miir^i'"-^- 



étendue à toutes les valeurs di 



X, fx, V 



qui répondent aux divers points d'un volume "Ç dont l'enveloppe exté- 
rieure, composée de surfaces planes ou courbes, soit d'ailleurs con- 
vexe, comme la surface représentée par l'équation (i). Si l'on trans- 
forme les coordonnées rectangulaires 

en coordonnées polaires/?, 9, r, en plaçant la nouvelle origine au point 
(,r, V, 5), à l'aide des formules connues 

(4) ). ~ r =^ rcosp^ IX — y z^ rsin^cosy, v — 5 — rs'inps'inq; 

si d'ailleurs on suppose le point (r, j, z) renfermé lui-même dans le 
volume •<?, on trouvera, puisque la fonction ^(x, j, z) est homogène et 
en supposant de plus qu'elle soit du premier degré, 



(.>) 



c'a — ilr, 
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la valeur de Q étant 

(6) 12 = -f (cos^, sin/>cos7, sin/^sin^) 

et, par suite. 

;) S= / / / -"4— ^^Tif(^H- 'cos/?, j-h rsin/>cos7, z -^- r^\nps\nq)dpci(/dr, 

rintégration devant être effectuée par rapport aux variables p, q entre 
les limites 

p = o, P — t:, q — <h q — 'iT.y 

et par rapport à r depuis une valeur nulle du rayon vecteur r jusqu'à 
la valeur p qui répond au point où la direction de ce même rayon, dé- 
terminée par les angles /? et q^ rencontre l'enveloppe du volume v. 

Concevons à présent que le nombre e devienne infiniment petit. 
Alors le rapport 

t r* sin/> 



sera sensiblement nul, excepté dans le cas oii r différera très peu de 
zéro, et oii, par suite, on aura, sans erreur sensible, 

{(x H- rcospf Y -h rs'inpcosr/y z -h /sin/jsin^) = f(.r, v, z). 

Donc la formule (7) donnera sensiblement 

Si, dans cette dernière équation, on remplace r par -^j elle donnera 

MM 

D'ailleurs, e étant très petit, on aura sensiblement 

OKuvret de C — S. I, t. VI. 'îj 
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la valeur Si.^ étant * 

(i5) c'a»^ {). - xy -h (IX-- yy -+• (v - zy. 

Or, pour des valeurs indéterminées de 

^, >, F> V, 

Téquation (i5), si l'on y regarde les coordonnées 

comme variables, représentera elle-même une sphère dont le rayon 
sera^, le centre coïncidant avec le point (X, (x, v). Ainsi l'équation {\!\) 
peut être considérée comme servant à décomposer une fonction quel- 
conque des coordonnées rectangulaires x^ y, z en une infinité de 
termes dont chacun, étant de la forme 

J gf(>>, fX,v) A\H rt 

TT» [£« 4- (^ - ly + (V - /X)« -f- (5 -~ V)J« '''' ""^ ''''• 

conserve la même valeur, tandis que l'on parcourt la surface d'une 
sphère qui a pour centre le point (X, (x, v). Si, dans une question de 
Physique mathématique, la fonction 

représente le déplacorilent initial ou la vitesse initiale d'une molécule 
dans rintérieurdu volume tp, ou plus généralement la valeur initiale 
d'une inconnue quelconque «, la formule (i4) pourra être considérée 
comme propre à décomposer l'état initial en une infinité d'autres états 
dont chacun offrirait ce qu'on peut appeler une onde sphénque ^ la valeur 
de l'inconnue h restant alors la même dans tous les points situés à la 
même distance du point (X, [x, v). 

Dans le cas général, la formule (i4) pourra être considérée comme 
servant à décomposer un état initial donné en une infinité d'autres du 
genre de celui qu'on obtient quand la valeur initiale d'une inconnue k 
dépend uniquement du paramètre t de la surface représentée par l'équa- 
tion (i). Chacun de ces derniers états offrira ce que nous appellerons 



". 
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une onde ou sphériquc» ou ellipsoïdale, etc., suivant que la surface 
représentée parréquation(i)sera ou une sphère, ou un ellipsoïde, etc. 
Si l'équation (i), se réduisant à celle d'un ellipsoïde, était de la 
forme 

(i6) V := (ax'-h by^-\- cz^-\- idyz -f- lezx •+- 1 fxyY^ 

a, bf c, cl, e,y désignant des quantités constantes, la formule (lo) don- 
nerait 

(.7) e=l. 

(0 étant une quantité positive déterminée par l'équation 

(18) (0*=: <i/>c — aci^ — be^— c/«-h 2 def; 

et, par suite, la formule (12) se réduirait à 
la valeur de A^ étant 

i .ll«=«(^--X)'-+-i»(7-fx)»-^c(5-v)« 

j H- 2 rf(/ — fx) (5 — v) 4- 2 e(5 — v) (x - ^) 4- 2/( j: - X) {y — /x). 

Alors aussi l'équation (20) représenterait un ellipsoïde dont le centre 
coïnciderait avec le point (X, (x, v). 

En terminant ce paragraphe, nous ferons encore une remarque. On 
pourrait déduire l'équation (ï4)» et c'est même ainsi que je l'ai d'abord 
trouvée, de la formule 

que j'ai substituée à la formule de Fourier {voir le XIX* Cahier du 
Journal de ï* École Polytechnique y ainsi que les Exercices de Mathéma- 
tiques), et qui suppose l'intégration relative à chacune des variables 
auxiliaires a, 6, y effectuée entre les limites — x>, oo. Quant aux inté- 
grations relatives aux variables auxiliaires X, [x, v, elles devront être, 
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dans la formule (21), comme dans la formule (i4)» étendues à tous les 
points du volume s?, si la fonction f(^, j, s) n'a de valeur sensible que 
dans l'intérieur de ce volume. Or la formule (31) peut s'écrire comme 
il suit 

(22} î{jr,y,z)^ I I I Xf('k,ii,v)(fkdixdj, 

la valeur de x étant 

(23) X—f—Yf f f et*('->')^^^:> -l*)-^T(--v)iV^e/a^6^y. 

■ 

D'ailleurs, si les variables auxiliaires 

sont considérées, dans l'équation (23), comme représentant des coor- 
données rectangulaires, puis transformées en coordonnées polaires à 
l'aide des formules 

anz/'cos/?, 6 = rsin/^cosr/, y = rs'inp sinr/, 

alors, en posant, pour abréger, 

et 

(j? — 1) cosp 4- (7 — |jl) sïnp cosq -h (5 — v) sinp sin^ = t cosâ, 

on trouvera 

Par suite, en considérant l'intégrale 






comme la limite vers laquelle converge la suivante 






tandis que le nombre e s'approche indéfiniment de la limite zéro, et 
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ayant égard à la formule connue 



,iï x»Jit 



' / /{vcosi) s\np dp d(/z=z'iT: I /(vCO&p)s\ïïpdp, 



«^0 



on aura définitivement 



X— -: 



tJ (£*-^v*)* 



Or cette dernière valeur de x, substituée dans Téquation (22), la fait' 
effectivement coïncider avec l'équation (i4). 

§11. — Ondes sphériques ou ellipsoïdales. 



Supposons que, le polynôme 

«j:*-+- by^-^- C5-H- 'Jidyz -h lezx H- '^fjoy 

étant positif pour des valeurs quelconques de x^ y, r, et la fonction 



étant de la forme 



F(.r, V,-, 



F (Xy y, z, t)z=^a.r^-h by^ 4- c^' -+- 2 dyz -^lezx -\- 'ifxy — /*, 

l'inconnue a doive vérifier l'équation aux différences partielles 



(0 



F(D;„Dy,D„D,)H = o, 



les variables j?,jK, 5, t représentant d'ailleurs trois coordonnées rectan- 
gulaires et le temps. On pourra satisfaire à l'équation (i), en posant 



(2) 



« = çy ( w .r -h r V H- kvz dzst). 



la lettre xs indiquant une fonction arbitraire, et u, r, (v, s désignant des 
coefficients constants liés entre eux par la formule 



(3) 



¥{11, i', ir, 5) mr o. 



Par suite, on vérifiera encore l'équation (i), si Ton pose 



(4) 



«== Kcj(v ztt)f 
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la valeur de t étant 

(.>) v=: ^^ , 

et K désignant une fonction quelconque des coefficients u, y, tr. D*ail- 
leurs, pour une valeur constante de t, Téquation (5) représentera un 
plan dont la position sera variable dans l'espace avec les valeurs des 
coefficients 

et la surface, enveloppe de ce plan, pourra encore être représentée par 
Téquation (5) pourvu que Ton y considère 

non plus comme des quantités constantes, mais comme des fonctions 
de ^, r, 5 déterminées par la formule 

^. jT^ jy_ __ Z UJr-\-VY-h^VZ _ 

l)^S D»,5 J),v* s 

Or, sous cette condition et en posant, pour abréger, 

(7) iS> = {abc ^ ad* — 6e*— c/» 4- a «/e/)«, 

' hc — d* . ca — e* ab — H 

<jfc)* (ô* cO* 

(8) 

._ej — ad fd — be </g — cf 

11 r-« ' C r r > I J 

(JO* (Ô* C0« 

on verra Téquation (>) se réduire à la suivante 

(9) v'=ax»-t-bv'-h C5«-l- 2(1 vj -h 2e::j:' + sf-rv, 

qui, pour une valeur constante de t, représente un ellipsoïde. Enfin 
on s'assurera aisément que la valeur de » fournie par la formule (2), 
quand on y substitue la valeur de t que donne la formule (9), conti- 
nuera de vérifier Téquation (1), si Ton y suppose 

(to) K = -. 

V 
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«m 



Bj(v -h C) 



el 



«=1 



Bj(v — t) 



représenteront deux intégrales particulières de Téquation (i). 

Supposons maintenant que la valeur initiale de h, correspondante à 
une valeur nulle de /, dépende uniquement de la quantité positive t, 
considérée comme fonction de £c, j, z en vertu de la formule (9). Si 
Ton représente cette valeur initiale par f(t), en supposant nulle 1» 
valeur initiale de D^«, c'est-a-dire si l'on assujettit l'inconnue « à véri- 
fier, pour / = o, les deux conditions 

il est clair qu'on pourra prendre 



(19.) 



« =1 



Cl(t H- /) H-Hj(v — l) 



2v 



pourvu que l'on prenne, en supposant t positif. 



(i3) 



Cj(v) :^BJ(— v)=:iuf(v). 



Or, si la valeur initiale f(t) de » n'est sensible qu'à de très petites dis- 
lances de l'origine, et entre les limites 



v = — e, 



V = £, 



£ désignant un nombre très petit, la valeur de », au bout du temps/, 
ne sera sensible qu'entre les limites 



(l'i) 



t = / — Ê, t=: t ~{- £, 



par conséquent entre les surfaces des deux ellipsoïdes représentés par 
les équations (i4). Ajoutons que, si l'épaisseur de l'onde comprise 
entre ces deux ellipsoïdes est mesurée dans le sens de la nouvelle 
coordonnée t, cette épaisseur sera constante et représentée par 2t. 
Observons enfin que la formule (19) du § I**" permettra de ramener 
immédiatement le cas où la valeur initiale de « serait d'une formr 
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quelconque, mais sensible seulement dans le voisinage de Torigine, au 
cas que nous venons de traiter. 
Lorsqu'on suppose 

on a par suite 

a = b=::C, d=:e=^f=:0, 

et l'équation (9), réduite à 

(i5) v*=a(x*-+-7*-h5*), 

représente, non plus un ellipsoïde, mais une sphère, lorsqu'on attribue 
à X une valeur constante. Alors, par suite, les ondes ellipsoïdales se 
réduisent à des ondes spbériques. 

Dans un prochain Article je montrerai comment la formule (112) 
fournit les lois de la propagation des ondes spbériques ou ellipsoïdales 
dans les milieux élastiques. 



130. 

Calcul intégral. — Mémoire sur l'emploi de la transformation des coor- 
données pour la détermination et la réduction des intégrales définies 

multiples. 

G. R., t. Xni, p. 33 (12 juillet i84i). 

Dans un Article que renferme la 49** livraison des Exercices de Ma- 
thématiques ( * ), j'ai fait voir que le passage d'un système de coordonnées 
à un autre fournit le moyen d'établir quelques formules dignes do 
remarque, qui servent à la transformation ou à la rédviction de cer- 
taines intégrales définies simples ou doubles, et qui comprennent, 
comme cas particulier, une formule donnée, en 1819, par M. Poisson. 

( * ) Œuvres de Cauchjr, Série H, Tome IX. 

OFsUPres de C, — S. I, t. VI. '-i8 
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Je me propose, dans ce nouveau Mémoire, d'établir quelques autres 
formules du même genre. Lorsqu'on les applique à la transformation 
de l'intégrale quadruple qui représente la fonction principale propre à 
vérifier une équation caractéristique homogène aux différences par- 
tielles, on voit cette intégrale prendre successivement diverses formes, 
parmi lesquelles se trouvent comprises celles que M. Blanchet a obte- 
nues, dans le Journal de Mathématiques de M. Liouville. 

Analyse. 

S I^'". — Formules déduites de ta transformation des coordonnées 

dans un plan. 

Soient x, y deux variables réelles, et 

deux fonctions réelles de ces variables. Il est facile de voir que, si Ton- 
représente par 

a, 6, a', 6' 

des constantes réelles, on aura, non seulement 

(i) / f(a.r)^x = -^ y f{x)dx, 

V — jg ^ «A •^ - ac 

mais encore 



(2) 



/ f (aj" -h <v, 6.r -h 6» dx dy —^J j H'^> j) ^^ ^(>» 



Q désignant une quantité positive déterminée par la formuli 



(3) a^s/(<x<o''^'<x'^)*. 

Supposons maintenant que, dans la formule (2), on remplace les 
variables x, y, considérées comme représentant des coordonnées rec- 
tangulaires, par des coordonnées polaires r, />, à l'aide des formules 

connues 

.i' :=iz r cos/?, Y =^ /• sin/>, 
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que Ton peut écrire comme il suit 

en posant, pour abréger, 

(4) u^zcosp, r = sin/^; 

on trouvera 

/ f[(aii -h a'c)r, (6«/-4-6V)r]rcii»e//*=i r^ / 

Si d'ailleurs, en supposant 



(5) / / f [(«" -H a' f )/-,(€«/-+- 6 V) r] r ci>> e//- = i r T f(ur,vr)rdpdi\ 



on fait, dans la formule (5), 
alors, en ayant égard à Téquation 



et posant, pour abréger, 

(6) e= [(aw H- ot'^^y -f- (6« -+- 6V)*]«, 

on tirera de la formule (5) 

Si Ton supposait les coefficients 

a, a'; 6, 6' 
assujettis a vérifier les conditions 

on aurait, par suite, 
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et la formule (7) se trouverait réduite à 

§ II. — For mit les déduites de la transformation des coordonnées 

dans l'espace. 

Soient 
trois variables réelles» 

une fonction réelle de ces variables, et 

a, a', a'; 6, 6', 6'; y, y', y' 

neuf constantes réelles. 11 est aisé de s'assurer que, si Ton pose 

( 1 ) « = s/^ôiS'y^^xêy -h oi'S'Y— «' 6y '-Ta* 6/—' x' 6' y')* , 

on aura 



r(« /^a» 



/ / / f («a- -+- a'j -h a'-s, 6x -4- 6'/ 4- 6*5, y x -h y' v 4- y*5) djc dv dz 
(2) { 

Supposons maintenant que, dans cette dernière formule, on rem- 
place les variables 

considérées comme représentant des coordonnées rectangulaires, par 

des coordonnées polaires 

/>, 7» '■, 

à l'aide des formules connues 

x =: rcosp, pzzz rsinpcosf/^ rz^ /'sin/>sin7, 

que Ton peut écrire comme il suit 
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en posant, pour abréger, 

(3) i/=cos^, r=:sin/icosçr, w — sinpsmq» 

On trouvera 



.' ^iic j^lt 



f / / f [(a a 4- aV H- a'w) r , (6 «/ -h 6^' -h 6"*»^) /*, ( y a -h y V -h /»»') r] dq dp dr 

(4) ) 

=^ ci f I I ^{^^^9 vff w*) ^ sin/> </7 rf/> rfr. 

Si d'ailleurs, en supposant 



V — V'^* H- 7* H- ^V 

on fait, dans la formule (4)» 



f(^,j',;.)=ie-f(f,.r,f) 

a \ V V t / 



alors, en ayant égard à Téquation 

- f r*e~'' dr=zzi, 

et posant, pour abréger, 

(5) e = [(ai* -4- aV -I- a'iv)« -+- (6m -f- S'i' -h 6'ir)* -+- (y « -+- yV -1- y'v»')*]*, 

on tirera de la formule (4) 

/ r ^ r^ ■/oLU'^aL'v-^x'iv 6 M -h 6'r -f- S'il' yu-^y'v-\'y''vi'\^\i\pdq dp 



[ ^^j f /ith^y^)^'i^pdqdp. 



^'o 



Si l'on supposait les coefficients 

.«, a', a^; 6, 6^ 6'; y, /, y* 

assujettis à vérifier les conditions 

j a« -hê» -hy* =1, a'* -+-6" -h/'-^i, jc'-'-h 6"*-^- y^^rzi i, 
o'a'-f- 6'6'-hy'y''=o, a'a -^ 6'c -hy^y ::^o, aa'4- 6o'-hyy' — o, 
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on aurait, par suite, 

et la formule (3) se trouverait réduite à 

/tir ,-,11 
I /(a u -h aV -h a'w, 6 « -h 6V 4- 6'w, y m -^- y V -f- /"^v) sin/? dq dp 

(8) ' " " 






«^0 



Si les trois dernières des conditions (7) étaient seules remplies, 
alors, en posant 

(9) p = («1 4- 6> -f- y«)'«, p'=. (a'» -+- 6'« 4- /»)^ p'rz (a'« -h 6*'» -h y'«)^ 

on trouverait 

Lorsque, dans la formule (8), on suppose la fonction f{x^y^ z) 
réduite à une fonction /(<r) de la seule variable x^ on a simplement 



/{xcosp -h a'sïnpcosq -h x'' sxnpsinq) sxnpdqdp 



(II) 



Je ( 

( zzz 2t: I /{cosp)s\npdp. 



c'est-à-dire que Ton se trouve ramené à la formule donnée par M. Pois- 
son, en 1819. 

Si, dans l'équation (6), on pose 

A(-.7,^)=(4)V(|> 

les valeurs de x, ^S, ^ étant 

1 

X 

^J? = hjc 4- Ar j H- Iz, ;^= {ax^ -h bj^ -h es' -4- 2rfj5 -+- 2ezjr -+- a/j?/)', 

il suffira, pour satisfaire aux trois dernières des conditions (7), de 
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prendre pour 

«, 6, •/, e-, a', 6', /, V; a', 6', /. (/' 

trois systèmes de valeurs de 

a, 6, y, 6, 

choisis de manière à vérifier la formule 

aa -4-/6 -+- ey _ /« -4- ^6 -h ^y _ ea H- ^6 4- cy , 

a 6 y 

et correspondants aux trois racines de Téquation en 0, que l'on obtien- 
drait en éliminant de cette formule a, 6, y. Supposons d'ailleurs qu<' 
les équations 

t ax -\- ff y 4- c c — X, 
(i3) ; fx-\~hy^dz..yj, 

\ e X -\- dy -i- c 5 — z, 

étant résolues par rapport à or, donnent 

/ X .= 8X4- f y -nez, 
(i4) I 7 = fx-+-by -hdz, 

' 5 =iex -+- dv -{- cz. 

Enfin nommons P, Q ce que deviennent <i et ^ quand on y remplace 

a-, y, z par w, i-, «r, 
et posons 

(iD) ; ^ -^ , 

f K --= (a/i- -h bA' 4- c/« 4- 2dA7-h 2cM 4- 2l7#A)*. 
On tirera de la formule (6) 

Cette dernière équation coïncide avec Tune de celles que j'ai données 
dans la 49* livraison des Exercices de Mathématiques, 



224 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous citerons encore une formule 
générale à laquelle on se trouve conduit par la transformation des 
coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires. Si, dans l'équa- 
tion connue 

fil H^,yf^)cixdfdz 

*J — « */_ «a «.•' _ « 

(»7) { 

= / / / ^( '"> *''*» "''') '*' ^^^P ^7 ^jP ^'*» 



«^0 



on remplace 

f(^,J,5) par e-V^v(j'^)' 

et si Ton pose d'ailleurs 

(i8) Vr=: - = - =iang/?cos^, W — " t= — r=: tang/?sin7, 

•X ce iV Ce 

on trouvera 

(•9) r ffiy,yN)^fJp^ = ^r rAx,w)dVdw. 

Nous avons, dans ce Mémoire, employé, pour la réduction des inté- 
grales définies doubles, des transformations de coordonnées rectangu- 
laires en d'autres coordonnées rectangulaires ou polaires. On obtien- 
drait de nouvelles réductions du même genre si l'on employait, comme 
je l'ai fait autrefois dans le cours de Mécanique de la Faculté des 
Sciences, des coordonnées d'une nature quelconque, en considérant 
un point de l'espace comme déterminé par l'intersection de trois sur- 
faces courbes, dont chacune se trouverait représentée en coordonnées 
rectangulaires par une équation qui renfermerait un paramètre va- 
riable. C'est là, au reste, un sujeA sur lequel je me propose dé revenir 
dans un autre Article. 
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131. 

Calcul intégral. — Mémoire sur diverses transformations remarquables de 
la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homogène 
aux différences partielles. 

C. R., T. XIII, p. 4o (12 juillet i84i). 

Supposons que 

représente une fonction de x^ y, z^ /, homogène du degré n, et dans 
laquelle le coefficient de t"se réduise à Tunité. Nommons d*ai!lcurs t? 
une fonction principale assujettie à vérifier, quel que soit /, Téquation 
caractéristique homogène 

(I) F(D„D^,D„D,)ny = o, 

et, pour / = o, les conditions 

La valeur générale de gt, comme je Tai fait voir dans le Bulletin do 
M. de Férussac, en i83o, et, plus récemment, dans mes Exercices 
d'Analyse, pourra être représentée par une intégrale définie quadruple. 
On aura, en effet, 

^ ^ ^" 2*7C«J^ J^ X X ^ ((Fi/i,r,iv,w))) cos«av^côs^^' 

le signe ^ étant relatif aux diverses valeurs de la variable auxiliaire co, 
considérée comme racine de Téquation 

(4) F(m, c, (»',û)) = o; 

les valeurs X, [x, v, cosS étant déterminées par les formules 

(5) > = x-4-a5, yL=:y-\-Ss^ v =: 5 -h y5, 

(6) cosi= OLU-h 6rH-ytr; 

Ogmpret dt C. — S. 1, t. VL 29 
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et les valeurs de a, 6, y, w, Vf iv^ s étant 

( a = cos9, 6 = sinôcosT, y=sin0sînT, 

(7) ' 

/ *«irrcos/>, r = sin/?cos7, «' =: sin/>sin7; 

(8) 5= ^• 

cosd 

Ajoutons que la caractéristique 

D?" 

devra être réduite à D, si Ton a n = a, remplacée par Tunité, si Ton a 
n = 3, et indiquera /i — 3 intégrations effectuées par rapport à r, à 
partir de l'origine / = o, si le nombre entier n devient supérieur à 3. 
Il est bon d'observer que, la fonction 

étant homogène, les racines oj de l'équation 
(9) F(hM, hc, lîiv, w) = 

seront les produits de h par les racines correspondantes de l'équa- 
tion (^), quel que soit d'ailleurs le facteur h. Gela posé, n étant le 
degré de F(iF, y, 5, /), on pourra généralement remplacer la for- 
mule (3) par celle-ci 

^- 2^7rV^ J^ X X ^ ((F(hi/,hr,hir,w))) cos*3v'côs«â' 
pourvu qu'a la formule (8) on substitue la suivante : 

(II) S=Z 



h cosi 



Si, pour fixer les idées, on prend h = - = » on aura 



(12) CJ r= — 



D?" r"" n r"" r^ p 6)''-'/«sinA?singgy(X,jUL,v) dgdpdxdb 
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la valeur de s étant 

(l3) 5= '^ — 



cosd a + 6 tang/7 cos^ + y tang/> sin^ 



On peut observer encore que le dernier membre de la formule (i3) et 
la fonction 

I, -> — , e,)j = F(i, tang/>cos^, tang/^sin^, oj) 

ne renferment Tangle p que sous le signe tang, et que, si Ton pose, 

pour abréger, 

lang;? = A-, 

on aura généralement 

(.4) C/ik) 'l"''.±^ = rAAW¥dA: 

Jo cos*/> y cos*/> J^ « 

Cela posé, la formule (is) donnera 



pourvu que Ton pose 



(i6) K = y/(^^y=rv/(^rr6/rcos7-4-yAsin7)« 

et 

07) *~'k* 



Les formules établies dans le précédent Mémoire fournissent aussi 
divers moyens de transformer le second membre de Téquation (3) 
ou (12). 

• Supposons, par exemple, que Ton veuille appliquer à cette transfor- 
mation la formule (8) de la page 222. L'application pourra s'effectuer de 
deux manières différentes. En effet, on pourra, ou remplacer les varia- 
bles £1, (^, fv, considérées comme représentant les coordonnées rectan- 
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gulaires d'un point situé à l'unité de distance de l'origine, par d'au- 
tres coordonnées rectangulaires de la forme 

a M -+• a' i' 4- a" ♦»*, 6 m -h ê't'-i- S'w', y ii 4- y ' r -h y" *v, 

ou remplacer les variables 

a, ^t y. 

considérées pareillement comme représentant les coordonnées rectan- 
gulaires d'un point situé à l'unité de distance de l'origine, par d'autres 
coordonnées rectangulaires de la forme 

«a -h «'6 -4- «"y, ra4- «''ê -t- c'y, «va-h tï^ê 4- t«^y- 

L'angle S se trouvera remplacé, dans le premier cas, par p; dans le 
second cas, par 6; et, par suite, on tirera de la formule (i^i), dans le 
premier cas. 



SIC ^%n >«tic ^TC 






la valeur de t) étant 



(»9) 



t) = ^/'a -+-«'- -h a'-i 64-6'-4.6'-, y -h/ 11 h- y^-, «V 
\ M u u u ' ' a ' u J 



et la valeur de s étant 

(20) S=l(Mit, 

Au contraire, dans le second cas, on tirera de la formule (3) 



.Sic y*1C y,SfC /»1C 



w*~*^'sin/>sinOcj(X,fjL,v) dgdpdzdO 



^"'^ ^- 2*t:«J, X l l <^ ((F(«, !',«•,(.))) 

les valeurs de X, [x, v, $ étant 

IX := .r -h ( M a 4- «' 6 -h tt* y )5, 
fxi=^4-(t'a4-i'' 64- i^ y)*, 
V 1= 5 4- (wa 4- w'S 4- w''y)5; 

(28) J= T- 

^ ' cos (? 



cos* 9 v^cos* ô 
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Si maintenant on pose k = lang/> dans la formule (i8), on trouvera 



>tic ^1C ^tic 



la valeur de t) étant 

(•î5) r=:F[a-hX:(a'cos<74-a'sin7), 64-A-(6'cos7-f-6'sîn</), y-+-A'(y'cos7-i-y''sin7), wj; 

puis, en remplaçant k par -> et co par -> on trouvera 



.tic ^1C ^IIC 



(^6) -=-^J^ Il Jl pA_Ji_^.rf,^5rf,rf,, 

le signe ^ étant relatif à la variable s^ la valeur de s étant 

(27) 8=F[a^H-(a'cos7H-a''sin^)A*, 6/-+-(6'cos^H-6'sinç)A*, y t -h (y'cosq -^ y" s\ng) k, s], 

et les valeurs de X, (jl, v étant données par les formules 

Si, au contraire, on pose k = tangO dans la formule (si), on trou- 
vera 

les valeurs de X, [ji, v étant déterminées par les formules 

/ > =j? -4- [11 -h («'cosT -4- a^sinT)X:]w/, 
(39) I 11 = y-^-lv -4-(t>' coST-f-i'' sinT)A:]w/, 

[ y =z z -\- [tv-h(iv'c0ST-t- iv''sinr)k]Mt; 

puis, en remplaçant k par -» on trouvera 

(3o) ^^- g?i" r r r r / "":^'"^°^^'^'^V)^^rrfprfyrfx, 

^ ' a»ir'J, J, J, J_^0 ((F(«,i',"',w))) V ^ P 1 ^ 
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les valeurs de X, [jl, v étant 

/ ). r= j--i- [m/ -f- (w'cosT-H M'sinT)A:]w, 
(3i) < |JL= r -+- [{'/ -4- («'' cosT-h r'sîn'c)A:]w, 

Les formules (24), (26), et celle que Ton déduirait de la formule (18), 
en ayant égard à Téquation (19) de la page 224, s'accordent avec les 
formules trouvées par M. Blanchet, dans le cas où Féquation caractéris- 
tique est du sixième ordre, et qui peuvent être étendues, comme il l'a 
remarqué lui-même, au cas où cette équation caractéristique serait 
d'un ordre plus élevé. 
Lorsque 

se réduit à une fonction homogène de t et de la variable r déterminée 
par la formule 

la valeur de s, déduite de l'équation 

(32) ^=0, 

dans laquelle on suppose s défini par la formule (27), se réduit à une 

fonction du binôme 

A' -+- /«. 



Comme alors on a 



DfS — ^ Da 5, 



et, par suite, en nommant f[s) une fonction quelconque de 5, 



\^if{^)-^l^kf{s\ 



la formule (26) donne 



S7C ^IC 



^33) -= Al)?- rr^£:::'/'"'."^''^';>^^. 
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pourvu que le produit 

r* m(x, j, s) = (^» 4- 7* -+- 5») ro(j:, y, z) 

se réduise à zéro avec -• 

Dans un autre Mémoire, nous montrerons ce que deviennent les for* 
mules précédentes, quand on particularise la fonction tn(jr, y, s), et 
nous déduirons des formules ainsi obtenues les lois des mouvements 
représentés par un système d*équations aux différences partielles. 



132. 

Calcul lntégral. — Mémoire sur V inlé gration des systèmes d'équations 

linéaires aux différences partielles. 

C. R., T. Xm, p. 46 (12 juillet 184 1). 

Ce Mémoire a pour objet la détermination de la fonction principale 
qui vérifie Téquation caractéristique correspondante à un système 
donné d*équations linéaires. 

Le premier paragraphe se rapporte au cas ou l'équation caractéris- 
tique est homogène. Dans ce cas, la fonction principale, comme je Tai 
prouvé en i83o, peut être réduite à une intégrale quadruple. La dé- 
composition de Tétat initial en ondes sphériques me fournit une réduc- 
tion nouvelle, et la fonction principale, correspondante à chaque onde 
sphérique, se trouve simplement représentée par une intégrale double. 

Le second paragraphe est relatif au cas où l'équation caractéristique 
cesse d'être homogène. Alors, en substituant à l'équation caractéris- 
tique donnée une autre équation, qui en diffore peu et soit homogène, 
j'obtiens la valeur de la fonction principale, par le moyen d'une série 
dont chaque terme se calcule aisément à l'aide du théorème relatif aux 
équations linéaires, auxquelles on ajoute un second membre que l'on 
suppose fonction des variables indépendantes. 
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133. 

Calcul intégral. — Mémoire sur la réduction de la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. R., t. XIII, p. 97 (19 juillet 1841). 

Considérons un système d*équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants, dans lesquelles les variables indépendantes 
soient les trois coordonnées rectangulaires x^ j, z d'un point quel- 
conque de l'espace, et le temps /. Si l'équation caractéristique, corres- 
pondante au système des équations données, est homogène, la fonction 
principale, propre à vérifier cette équation caractéristique, pourra 
être représentée à Taide d'une intégrale quadruple, comme je l'ai 
prouvé, il y a longtemps, dans mes Leçons au Collëge de France {voiry 
dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, le Cahier d'avril i83o). 
Or, pour que cette intégrale quadruple se réduise à une intégrale 
double, il suffit que la fonction arbitraire de x^y^ 5, de laquelle dé- 
pend la fonction principale, se réduise à une fonction de la distance 
du point [x,y,z) à l'origine des coordonnées. On peut d'ailleurs, 
comme je l'ai montré dans un précédent Mémoire, ramener à ce cas 
particulier le cas plus général où la fonction arbitraire dont il s'agit 
prend une forme quelconque. 

La réduction que j'obtiens est fondée sur l'emploi d'une formule que 
j'ai donnée dans la 49' livraison des Exercices de Mathématiques. Je 
rappellerai cette formule dans le premier paragraphe du présent Mé- 
moire, et je la ferai servir dans le second paragraphe à la réduction 

énoncée. , 

Analtsb* 

§ !•'. — Formules préliminaires. 

Supposons que, les valeurs de u^ ç, w étant 
(1) u =: cosp, i' = sin/>cos7, «r^sin/^sin^, 
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P, Q représentent des fonctions réelles des variables i/, i', iv, et que ces 
fonctions soient déterminées par les formules 

(2) P = «M -4-6p-l-yn', 

.1 

(3) Q = {ati^-h bç^-h Ci»'* -h 2di^w 4- 2ewu-h a/«r)*, 

a, 6, r, d, e,/; a, 6, y désignant des constantes réelles. Concevons 
encore que les équations 

(4) au -h/v-h eiv = Of /«-+- ôp -h </«»' = "C^, eu -h dv -^ Civ — ^>, 

étant résolues par rapport à 1/, i^, (v, donnent 

(5) i/=iaO-Hft?4-eU?>, r = fO-i-b\*>-f-d^, «' = eO -h d\;> -h ciK>. 

Enfin posons 

(6) e — (abc — oe^— Ae»— c/« -h 2 </e/)*, 

ou, ce qui revient au même, 



I * 



(7) ~ = (abc--ad*— be»— cPH-îdef)^, 
et 

(8) K = (aa*-+-b6*-hcy'H- 2d6y-h 2cyx-h a'faê)*, 

et nommons ({x) une fonction quelconque de x. Une formule établie 
dans la 49^ livraison des Exercices de Mathématiques^ et qui se déduit 
aussi des calculs que j'ai présentés à l'Académie dans la dernière 
séance, donnera 



(9) J J Hq) — Q' ej f('^cos7)sin/>^//>. 

On peut, dans les formules qui précèdent, considérer les variables 

qui vérifient l'équation 

comme représentant les trois coordonnées rectangulaires d'un point \ 

Œuvres de C. — S. I, t. VI. 3o 
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situé à l'unité de distance de l'origine 0. Si d'ailleurs les coefficienls 

a, S, y 
vérifient la condition 

(lo) a«-h 6*-i-y«= I, 

ils pourront être censés représenter encordes coordonnées d'un point B 
situé à l'unité de distance de l'origine ; et, si l'on nomme 5 l'angle com- 
pris entre les droites OA, OB, on aura évidemment 

(il) cos3 =1 a« 4- 6i'-f- yw= P; 

d'où il résulte que l'équation (f o) pourra s'écrire comme il suit 



m y^ir 



Considérons maintenant, d'une part la droite OB représentée par l'é- 
([uation 

(l3) - — ^^=:-. 

3C 6 y 

et, d'autre part, l'ellipsoïde représenté par l'équation 

Cette dernière équation pourra se mettre sous la forme 
pourvu que l'on pose 

i ax -\- fy -^ ^5 = ^., 
{!•>) j fx-^by -^dz =.% 

^ ea* -h û(x -H C5 =1 2c. 

Supposons d'ailleurs le point (^, j, -) choisi sur la surface de l'ellip- 
soïde de manière que le plan tangent, mené par ce point à l'oUipsoule, 
soit perpendiculaire à la droite OB. On aura 
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et, comme les équations (i5) donneront 

/ X — aDC-f- f.y-f. et-, 

on tirera de la formule (16), après avoir réuni les termes correspon- 
dants des trois premières fractions, respectivement multipliés : 1^ par 
les coefficients a, f, e; 2? par les coefficients f, b, d; 3** par les coeffi- 
cients e, d, c. 



a: 



y 



ax-hê/H-y-s aa-i-f6-hey fa-hbê-hdy ea-hdo-f-cy' 

puis on conclura de cette dernière formule, en réunissant les termes 
correspondants des trois dernières fractions, respectivement multipliés 
par a, €, y, 

I OCX -\- 6 y -Hy5 






ax -hSj' -hyz K* 

et par conséquent 

K = ±: (ax -h6/ -hy5). 

Donc, la quantité positive K représentera la valeur numérique du pro- 
duit 

ax -+- Sy -hy^, 

c'est-à-dire, la distance de Torigine au plan qui touche Tellipsoïde re- 
présenté par l'équatioii (14), et qui est perpendiculaire à la droite OB. 
Cette conclusion suppose que les coefficients a, 6, y vérifient la condi- 
tion (10). Dans le cas contraire, K serait le produit de la distance dont 
il s'agit par la longueur )/ol^-\- P -\- -f. Quant à la quantité 6, elle re- 
présentera, dans tous les cas, le quotient qu*on obtient en divisant 
l'unité par le produit des trois demi-axes de l'ellipsoïde (i4), ou, ce 
qui revient au même, par le \ du volume du parallélépipède cir- 
conscrit. 

Observons encore que, dans tous les cas, la valeur de K* sera ce que 
devient la fonction 

P zn a w -H 6 r -t- y il' 
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quand on y substitue les valeurs de u^ <% sv tirées des formules 

ei w -h fv -h ew =:^tXy /u -\- bi^ -\- dvv =z 6, eu -h dv -h cw :z= y, 

OU, ce qui revient au même, des équations 

(i8) iD„Q«=a, iD,Q«=6, iD^Q«=y. 

De plus, pour obtenir la quantité 6^» il suffira de poser 
ou, ce qui revient au même, 

au -H A' -H ew^" /m -h Ai' -h div eu -h dç -^ av 

( o^o) ^ = ^ — =. (/, 

U V ♦»' 

puis d'éliminer w, r, «^ de la formule (20), et de faire = o dans le 
premier membre de Téquation résultante 

(21) (a — 0){b'-9)(c—0)-'{a — e)d''-{b-- 0)e^ — (c — 9)/« -+- 2 def= o, 

écrite sous une forme telle que le coefficient de 6' se réduise a — i. 
On peut dire aussi que la valeur de 6* sera le produit des trois racines 
de Téquation en 0. 

Si, dans Téquation (8), on remplace la fonction f par sa dérivée f, 
l'intégration indiquée dans le second membre pourra s'effectuer, et l'on 
trouvera 

Si, de plus, i{x) désigne une fonction impaire de x, on aura 

f(K):=-f(-K), 

et par suite 

Soient maintenant 

(il) çz=: UX -\r Vy -h WZ, 
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t 

et 

t 

(25) i = (aj:*-+- bj*-h c-'-H 2 dfz 4- 2 ezx 4- a txy)^, 

ce que deviennent P et K quand on y remplace 

«• 6, y par ^, j, s. 
Ijsi formule (22) donnera 

puis, en supposant que ({x) soit une fonction impaire de x^ c'est- 
à-dire, en supposant que l'on ait 

f(^) = -f(-x), 
on en conclura 



'^-uPi^-'-'ê 



dg dp 

Enfin, si l'on pose 
on aura, par suite, 

a = b=:C=:I, d — e=:fr^O, 

e = i, Oz=,, 
et la formule (26) donnera 

(,8) f( /)-^f(-o ^ ±fjy%'iç)s\updqdp, 

la valeur de r étant 

(29) r = /r* -+-/»-+- 5»; 

puis on en conclura, si ({x) est une fonction impaire de x, 



Hr) 



>11C x,1C 



(3o) ■Sr} = ±^J' J F^ç)^inpdqdp. 
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D'ailleurs, {{x) étant par hypothèse une fonction impaire de la va- 
riable .r, si 1 on pose 

f[cc) sera une fonction paire de la même variable. Donc les for- 
mules (27) et (3o) pourront servir à transformer une fonction paire du 
radical 

ou même du radical t déterminé par la formule (23), en une intégrale 
double, dont chaque élément, considéré comme fonction de a;, y, z, 
dépendra de la seule variable 

c'est-à-dire, d'une fonction linéaire des trois variables .r, y^ z. Cette 
transformation remarquable fournit une méthode directe d'intégration 
pour les équations linéaires, comme nous l'expliquerons dans un autre 
Mémoire. 

§ U. — Réduction de la fonction principale correspondante à une équation 

caractéristique homogène. 

Soit 

F(x, V, 5, /) 

une fonction des variables 

*^'> y^ ^9 '» 

homogène, du degré n, et dans laquelle le coetlicient de /" se réduise 
à l'unité. La fonction principale gt, correspondante à l'équation carac- 
téristique 

(0 F(D^,Dy,D„D,)Gy=o, 

sera 

GT=_ -'^'- r*"" r r'" f"" r "^"'^ ^' sin psin OmCk, fx, v) dq_dpjxd^ 
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le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire cj, pourvu que Ton pose 

Îuz=zcosp, i» = sin/>cos^, **'= sin/isiny, 
az=cos9, 6 = sin9cosT, y — sin^sinr, 

i 

s 

(5) X^ix-Ha*, |Jt-=^4-65, Vr:^5H-y5, 

(6) 5= V. 

coso 
Supposons maintenant que 

ou la valeur initiale de D^'~*gï, se réduise à une fonction paire de la 
seule variable 

(7) r — \/jc*~-hy-hz\ 

en sorte qu'on ait 

(8) m{x,y,z) = U(r) = n(-r). 
Si l'on pose 

(9) p=z^}J^^^'^^j^, 



on aura encore 



et, par suite, 

(lO) ror- ^' 



cT(>,f*,v) = n(p)=zn(-p) 



lie y«1C y^lIC ^11 



_^?l!. r / r r r w;""*^'sin/>_siii^II(p) dqdpcirdO 



D'ailleurs, on tirera des formules (5) et (9) 

(11) • p*=: r'-+- 5*4- Q5«, 

la valeur de 8 étant 

(12) Hzn «J? 4- 6/ -+- y-3. 
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ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (6), 



(i3) p' = 



cos'â 



Donc, si la lettre Q désigne une quantité positive déterminée par la 

formule 

Q* — (k)' ^* -h 2 Cl) r 8 cos d -h /•• cos* dy 

que l'on peut écrire comme il suit 

^^^^ ./ex, 

( H- r- (au -^Bv-i-yivy, 

on aura simplement 

O* 

et la formule (lo) deviendra 

/,6) cï=:-?^ /^ r r T/ - Vcoso; dqdpdxd^ 

a*7t*./o ^0 ^0 *^ ^ ((F(ii, i>,iv,w))) cos»ôs/côs*â' 

Il importe d'observer qu'en vertu des équations (4) et (i4) cos§ et 
Q* seront deux fonctions entières homogènes de a, 6, y» l'une du pre- 
mier degré, l'autre du second. Cela posé, si, dans la formule (13) du 
§11, on échange entre eux les deux systèmes de quantités 

a, ê, y et liy v^ tr, 

alors, en posant 
on trouvera 

^^ Jo Jo \ ^^^ Q / ces* ô v/cô^ '^'^Jo \ K cos oj cos= e v/côs«Ô ' 

la valeur de K^ étant celle qu'on obtient quand on substitue, dans le 
trinôme 

«a -+- r6-H wy =zC0S(î, 
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les valeurs de a, 6, y tirées des équations 

et la valeur de 6'^ étant le produit des trois racines de Téquation en 
à laquelle on parvient en éliminant a, €, y de la formule 

a 6 y 

Gomme on aura d'ailleurs, en vertu de la formule (i4). jointe aux 
équations (4) et (12), 

^DaQ'=: W*/'a-t- (/'COSÔ -!-«&)/) Il H- W/cTCOSd, 

« 

^ D^ Q'=: ci)*/'y -h (/•* cosô -h «(k)/)tr -+- w/ 2 cosô, 

les formules (18) donneront 

. . et)/a-h^cos(î w/ê-hvcosd wry-hzcos<î i — /"cosâ — «w/ 

(20) = î r= 1 — ; 

U V fV iùt 

puis en posant, pour abréger, 

(21) ux -^ vy -^ ivzzizç, 

et réunissant les termes correspondants des trois premières fractions, 
comprises dans la formule (2<f), après les avoir respectivement multi- 
pliées : i** par 1/, v^ iv\ 2® par ar, y, z, on trouvera 

(«^-l-ç)cosd 8rj)/ 4- r* cosd I — r*cos(5 — hw^ 



Ci)/ 



par conséquent 

(O)/ H-ç) C0S5 1 



Donc la valeur cherchée de K' sera 



> 



cosô 






(32) . K*i=:f ^y. 

Œuvres de C. — S. I, t. VI. 3 i 
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En opérant de la même manière, on tirera de la formule (19) 

^ ,, (r'cos3 + Ho)^)ri H- w^;rcoso 

fj — 0)' l^ =r 

(X 

(23) < —^- g ^ 

(/•* C0S5 -+- ^fùt)\v-V- r3)tZ COS-Î 

et 

* 

H COSd 

(24) — Mt(fiit-hç)~ /•*-+- w^ ^ — /•»(&)/ -h ç) ; 

coso « 

puis, en éliminant de la formule (24) le rapport ~ — > on trouvera 

(25) [S — w/(w^ -+-«)]' — 0r«=o. 

Cette dernière équation en fournit seulement deux racines dont le 

produit 

w»/*((.)r-hç)' 

est ce que devient le premier membre quand on y pose 6 = 0. Mais la 
racine qui nous manque ici est facile a retrouver, et se réduit évidem- 
ment à 

puisqu'on vérifie la formule (2*3) en posant 

Or=(si^l^, C0S5 = 0, »r=:0, 

* OU, ce qui revient au mémo. 



OJ 



'/', au -^ S^ -i-yw' =.0, a»r -h 6/ -f-ys =: o. 



Donc la valeur de B', ou le produit des trois racines de l'équation la 
plus générale en 0, à laquelle on puisse arriver en éliminant a, 6, y do 
la formule (19), sera 

(26) st^^^t^i^^t-^çy^"^. 
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Donc, K et 6 devant être positifs, on aura 

(27) KS = (ùU^. 

Si aux formules (17), (22), (27) on joint encore ia suivante 



»•//( 



COSO J^^cO6^0 0}t-^ç 



qu'il est facile d'établir, dans le cas o\x/{x) est une fonction paire qui 
se réduit à zéro pour des valeurs infinies de x, alors, en supposant que 
le produit 

s'évanouisse avec -> on tirera de la formule (16) 

Telle est l'intégrale double k laquelle se réduit la fonction principale gt, 
lorsque la valeur initiale ©(a?, y, :;) de D^'gj est fonction de la seule 
variable 

r =1 sjx^ -+- Y* -h 5*. 

Si la valeur initiale de D^'~*gt se réduisait, non plus k une fonction 
de r, mais à une fonction du radical t déterminé par une équation de 

la forme 

t 

(29) V = {diX--\- b/^-H Cz^->r lÛYZ -H a Qzx 4- 2 f-r/)% 

alors, au lieu de l'équation (28), on obtiendrait la suivante 

la valeur de g étant 

C3i) gi=^(abc — a(P— be'-— cf»H-2def)*. 
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C'est ce que l'on parviendra encore k reconnaître en raisonnant tou- 
jours comme nous venons de le faire. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que l'on arri- 
verait encore facilement aux formules (a8) et (3o) si l'on appliquait 
les transformations prçcédentes, non plus à l'équation (2), mais à l'é- 
quation (21) de la page 22S {voirie Compte rendu de la séance du 12 juil- 
let dernier). 



134. 

Calcul intégral. — Méthode abrégée pour r intégration des systèmes 

d'équations linéaires à coefficients constants, 

(*. R.. T. Xni, p. 109 (19 juillet i84i)- 

Comme je l'ai prouvé, dans les ExeivÀcesd' Analyse et de Physique ma- 
thématiques, l'intégration d'un système d'équations linéaires, différen- 
tielles ou aux dérivées partielles, et à coefficients constants, peut être 
réduite à la détermination de la fonction principale. Si, pour fixer les 
idées, on suppose que les équations linéaires données se rapportent à 
un problème de Physique ou de Mécanique, le temps ferd partie des 
variables indépendantes; et si, alors, comme il arrive d'ordinaire, le 
coefficient de la plus haute puissance de D^, dans l'équation caracté- 
ristique, se réduit à l'unité, la fonction principale se trouvera complè- 
tement déterminée par la double condition de vérifier l'équation carac- 
téristique dont l'ordre sera un certain nombre entier//, et de s'évanouir, 
pour une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle du temps, 
avec ses dérivées relatives au temps et d'un ordre inférieur à n — \. 
Quant a la dérivée de l'ordre /i — i, elle devra se réduire, pour une 
valeur nulle de la variable indépendante /, soit à une constante don- 
née, soit a une fonction donnée des autres variables indépendantes, 
suivant qu'il s'agira d'intégrer des équations différentielles linéaires 
ou des équations linéaires aux dérivées partielles. 
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Pour évaluer la fonction principale telle que je viens de la définir, 
j'ai eu recours, dans les Exercices d'Analyse, à la formule de Fourier, 
ou plutôt à une formule du même genre que j'ai substituée à la pre- 
mière, et fait servir à l'intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles, dans le XIX® Cahier du Journal de l'École Polytechnique. 
Lorsque les équations données se rapportent à un problème de Physique 
ou de Mécanique, elles renferment en général, avec le temps t, trois 
autres variables indépendantes, qui peuvent être censées représenter 
des coordonnées rectangulaires; et la fonction principale, calculée 
comme je viens de le dire, se trouve représentée par une intégrale 
définie sextuple. Pour reconnaître les lois des phénomènes, on est 
obligé de faire subir à cette intégrale sextuple diverses réductions. 
Parmi ces réductions on doit particulièrement remarquer celles qui se 
rapportent au cas où l'équation caractéristique est homogène. Alors, 
comme je l'ai prouvé en i83o, l'intégrale sextuple est généralement 
réductible à une intégrale quadruple. Elle sera même, comme je viens 
de le montrer dans le précédent Mémoire, réductible à une intégrale 
double, si la valeur initiale de la fonction principale prend certaines 
formes particulières, si, par exemple, elle dépend uniquement de la 
distance d'un point variable à l'origine des coordonnées. 

L'importance des réductions que je viens de rappeler m'a engagé à 
rechercher s'il ne serait pas possible d'obtenir directement les formules 
réduites. J'ai été assez heureux pour y parvenir. On verra dans ce nou- 
veau Mémoire que, en se servant du calcul dos résidus, on peut, non 
seulement obtenir avec une grande facilité la fonction principale cor- 
respondante à une équation différentielle caractéristique, mais encore 
passer de cette fonction principale à celle qui vérifie une équation 
caracléristique aux dérivées partielles, homogène ou non homogène, 
et en particulier, à l'intégrale double ou à l'intégrale quadruple qui 
représente la fonction principale pour une équation caractéristique 
homogène. 
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Analyse. 

§ I. — Sur la /onction principale qui vérifie une équation différentielle 

linéaire. 

Soit F(/) une fonction entière de t du degré /i, dans laquelle le coef- 
ticient de t'* se réduise k l'unité. Soit en outre tar une fonction principale 
assujettie à vérifier, quel que soit^, Téquation caractéristique 

(0 F(l),)ny = o, 

et, pour / = o, les conditions 

('a) CT--0, D/cy=:o, ..., D?'*cj=^o, D?"'cj=^5, 

6 désignant une quantité constante. Pour que l'équation (i) soit véri- 
fiée, il suffira que l'on prenne 

s désignant une racine de l'équation 

(3) F(^) = o, 

ou plus généralement 

6 pouvant désigner une quantité constante, ou une fonction entière 
de s. Comme on aura d'ailleurs, en supposant /w -< /< — i. 



r ' 



<^((F(5))) 



o, 



et, en remplaçant m par /i — i dans la formule précédente. 



p J 

<^((F(.0))~ ' 



la valeur de vs donnée par la formule (4) vérifiera évidemment les con- 
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ditions (2) si l'on y pose 6 = 0. Donc la valeur cherchée de la fonction 
principale xs sera 






§ II. — Sur les fondions principales dont les dérivées offrent des valeurs 
initiales qui dépendent seulement d*une fonction linéaire des variables 
indépendantes. 

Soit 

une fonction de plusieurs variables x, y, 5, /, entière, du degré n, et 
dans laquelle le coefficient de t" se réduise à l'unité. Supposons d'ail- 
leurs, pour fixer les idées, que les variables .r, v, 5, /, réduites à 
quatre, représentent trois coordonnées rectangulaires et le temps, 
linfin, soit xs une fonction principale assujettie à vérifier, quel que 
soit t, l'équation caractéristique 

(0 F(D^,D3.,D,,D,)cj = o, 

et pour t = o les conditions 

On pourra aisément trouver la valeur générale de tïx si, Téquation 
caractéristique étant homogène, la valeur initiale de D""*ct, repré- 
sentée par cï(x, j, 5), dépend uniquement d'une fonction linéaire des 
variables indépendantes x^y, z^ en sorte qu'on ait, par exemple, 

(3) m{x,y,z) — li{ux-\'vy-i-xvz), 

//, Vy MP^ désignant des coefficients constants, OU, ce qui revient au même, 

(4) e(^,7,^) = n(ç), 

la valeur de ; étant 

(5) qz=L ux -^ VY -\' ivz. 

C'est en effet ce qui résulte des considérations suivantes. 
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Il est clair que, pour vérifier l'équation (i), il suffira de prendre 

s désignant une racine quelconque de l'équation 

(6) F(m, r, «r,5) = o, 

ou plus généralement 

(7) ^ = .Knl7^:7-::^::^7^-^\='.^ 



B désignant une fonction entière quelconque de w, ç\ w, s, et le signe 
^ étant relatif à la variable auxiliaire s. Cela posé, concevons d'abord 
que l'équation (3) se réduise k 

(8) fs(x, 7, z) = 9e«'"^»'^'^'*'-, 

désignant un coefficient constant. Comme on aura, en supposant 
/?? <[ /i — I , 

et, en remplaçant m par /i — i , 



,ç»-l 



la valeur de gt, donnée par la formule (7), vérifiera évidemment l'équa- 
tion (i) avec les conditions (2), si l'on y pose 6=0, c'est-à-dire si Ton 
prend 

(o) m ^=z I — „ , 

OU, ce qui revient au même, 

(10) CT— F — 



\ 



On arriverait à la même conclusion en observant que la valeur de ci 
donnée par la formule (7) vérifie l'équation différentielle 
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et, en intégrant cette équation différentielle par la méthode exposée 
dans le § I*% de manière à remplir, pour / = o, les conditions 

Concevons maintenant qu'à la formule (8) on substitue celle-ci : 

(II) m{Xy /, z) = {?e»»("'+-'J' +■•*•=>, 

h, 6 désignant deux coefficients constants. Alors, au lieu de la for- 
mule (9), on obtiendra la suivante 

que l'on peut écrire comme il suit : 

Si Y{x,y,z, t) devient une fonction homogène des variables x, y, 
z, /, on tirera de la formule (i3), en y posant s = hto, 

le signe / étant relatif a la variable auxiliaire co. Pour faire disparaître, 
dans l'équation (i4)f le diviseur h""*, il suffira de différentier/i — ifois 
les deux membres par rapport à /. On trouvera ainsi 



0)'*-* 



^ ^ ' e^abC*/, r,«i',w))) 

puis, en intégrant autant de fois et indiquant à l'aide de la caractéris- 
tique D7', ou 07^, ou D7', ..., placée devant une fonction de /, le ré- 
sultat d'une, de deux, de trois, ... intégrations successives effectuées 
par rapport à /, à partir de ; = o, on tirera de la formule (i5) 

(16) ^ = ï>/""Z7rËv— "— -^-V^^^'*^'^'''^• 

^((F(^/, r, iv, w))) 

QRuvres de C\ — S. I, l. VI. o 2 
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Supposons maintenant que, Téqualion caractéristique étant hoino- 
gèiic, la valeur initiale ts{x,y,z) de D"~^ts soit donnée par la for- 
mule (3) ou (4) 

Bj(^, 7, ;;) — n(//x -h i\r -h ivz) = U(ç). 

La fonction II (r) pourra être déeomposée en termes de la forme 

le nombre de ces termes étant fini ou infini, et l'exposant h de a: dans 
chaque terme pouvant être réel ou imaginaire, comme je l'ai fait voir 
dans le second Volume des Exercices de Mathématiques, p. 1 1 2 (* ). On 
pourra donc supposer 

(17) n(,r)=.10e^-, 

le signe ^ indiquant une somme relative aux diverses valeurs que h et 
peuvent acquérir. Cela posé, l'équation (4) donnera 

(i8) w(j:,y,z)=ziee^^; 

et, comme la valeur de cet, correspondante à la valeur précéilente de 
cj(.r,j, 5), sera nécessairement la somme des valeurs de ts qu'on 
obtiendrait en substituant successivement les diverses valeurs de h et 
de Odans le second membre de l'équation (iG), on tirera de cette équa- 
tion 

^ ' ' ^((t('/,^',»^', w))) 

OU, ce qui revient au même. 



w«-» 



0((F(w,i^,iv, w))) 

Si l'équation caractéristique cessait d'être homogène, alors, de l'équa- 
tion (12) combinée avec la formule de Fourier, ou plutôt avec la sui- 
vante 

n(.r) = '- r f e^^^'-^^y/-'' U(k) dh dk. 
(*) Œuvres fie Cauc/tj', S. H, t. VU. 
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on conclurait 

(21) m =1 — / / r 7:vr, - ^1» ^, 

la valeur de S étant 

(22) s =1 F(h«y/— I, \ïv\— I, htï'y/— i, 5), 

et le signe T étant relatif à la variable auxiliaire 5. 



§ III. — Sur les fonctions principales dont les dérivées offrent des valeurs 
initiales qui dépendent seulement d'une fonction entière des variables 
indépendantes, homogène et du second degré. 

Les mêmes choses étant pesées que dans le § H, concevons que la 
valeur initiale t3{x,y, z) de D^' *Gy dépende d'une fonction entière de 
.r, r, z, homogène et du second degré. Si, en supposant cette fonction 
toujours positive, on désigne part sa racine carrée prise positivement, 
on aura 

(!) Gy(^, J,5)=:n(c)rr.n(-t), 

la valeur de t étant par exemple de la forme 

i 

(2) v=:: (ax» 4- hy- -+■ C5*4- 2i\yz -h 2e:;jr4- afa^v)'. 

Or la valeur précédente de xs[x^YfZ) pourra être transformée en une 
intégrale double, dont chaque élément, considéré comme fonction de 
r, j, s, dépende seulement d'un trinôme de la forme 

aj7 -h i'/ H- ivz. 

Si, pour plus de simplicité, on prend 

a = b = C=:l, di::=e = f=:0, 

le radical x se réduira au rayon vecteur r déterminé par la formule 

(3) r = v^x*H-/*-+- 5*, 
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D'ailleurs, si, en nommant f(r) une fonction quelconque de r, on 
pose 

(4) wrjucos/?, i' = sin/?cos7, iv=:sin;>sin^, 
et, de plus, 

(5) ç —. ux 4-^^/4- «'5, 

on aura, en vertu d'une formule donnée par M. Poisson en 1819, 

' I î{ç)s\npdq dpz= 21: j t{ru)s\npdp, 

puis on en conclura, en remplaçant f(r) par f'(r). 



Donc, si Ton pose 

(7) nr) = rU{r), 

alors, en ayant égard à la condition 

(8) n(r)z^n(-r), 

on trouvera 

(9) ^^''^'-^^nf ^ f^'M^^^P^^dP' 



On pourra donc considérer la valeur initiale n(r) de DJ'~'cy comme la 
somme d'un nombre infini de termes, dont chacun dépendra unique- 
ment d'une fonction linéaire de x^ y^ s, savoir, de la variable 



= MX 4- r/ -h wz. 



La valeur de xs correspondante à la somme de tous ces termes se 
déduira, si l'équation caractéristique devient homogène, de la for- 
mule (20) du paragraphe précédent; et, en vertu de cette formule, 
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jointe à Téquaiion (9), on aura, dans Thypolliëse admise, 

(10) m=-Y — / / J rr^^ ^ -[-sinpdqdp, 

ie signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire eo. Si d'ailleurs on a 
égard à la formule 

on trouvera définitivement 



,îiî y^ir 



(11) Bj rz: -; — / f I \' — ^^-— smpdg dp. 

Si, Féquation caractéristique étant toujours homogène, la valeur 
initiale xs{x,y,s) de D^'*ct se trouvait représentée, non plus par 
n(r), mais par n(t), alors, à l'aide des formules établies dans le pré- 
cédent Mémoire, on obtiendrait l'équation 



(12) w 






la valeur de g étant 

, 1 

^ = ( abc — ad* -— be' — cP H- adef)*. 

Dans le cas particulier où 

F(x,7, 5, 

se réduit k une fonction homogène de t et de x^ -f-j^ -4- 5', alors 
devient indépendant de a, ç^, w, puisque les formules (4) donnent 

a* -h p* 4- «ï'' = I . 

Donc alors, en vertu de l'équation (6), la formule (m) donnera 

>"-• {r -h (ùt)U{r -h fs>t) -h (r — (,)t)ll(r — (^t) 



(i3) cy=:D;-«/ 7TL-— 



0)))) 2/- 
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Pareillement, si 

se réduisait à une fonction homogène de / et de t', on tirerait de la (or- 
mule (12), jointe à Téquation (26) du § I*'du précédent Mémoire, 

/ /x txi-n C ^'^'*^^ (v-4- wOn(v-+-a)0 -f-(v — Wf)II(v —fij/) 

(,4) '^-»r^((t,(-,-,7^) - ,- - • 

Si Téquation caractéristique cessait d'être homogène, alors, en sub- 
stituant à la formule (20) du § II la formule (21) du même paragraphe, 
on obtiendrait pour valeur de la fonction principale gt, non plus une 
intégrale double, comme dans la formule (11) ou (12), mais une in- 
tégrale quadruple : par exemple, en supposant la valeur initiale 
xs{x,y,z) de D^"*trr représentée par 

n(r)^n(-/-), 

et faisant toujours, pour abréger, 

f(r) = rn(r), 

on trouverait, au lieu de la formule (11), 



11c ^1C 



la valeur de s étant 

(16) Si= F(hwv/-- 1, \ïv\/—i,\nv\,'—i,s)y 

m 

et le signe ^ étant relatif a la variable auxiliaire s. 

Si F(^,^, 5, /), sans être homogène, se réduisait à une fonction 
de / et de r, la valeur de s donnée par la formule (16) deviendrait 
indépendante de w, r, iv; et, comme on aurait, en vertu de l'équa- 
tion (6), 



,tn ^n 



/ gh;v-î sin p dq dp — l^n --~~ , 
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la formule (i 5) se trouverait réduite à la suivante : 

Celle-ci s'applique particulièrement à la propagation de la lumière 
dans les milieux isotropes, quand on tient compte de la dispersion. 



§ IV. — Détermination générale de la fonction principale qui vérijie 
une équation caractéristique aux dérivées partielles. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § II, si la valeur initiale 
js[x, V, z) de \)"'^ts prend une forme quelconque, on pourra du moins 
la transformer en une intégrale triple dont chaque élément dépende 
d'une seule quantité représentée par une fonction de x^y^ 5, entière 
et du second degré. En effet, d'après une formule établie dans un pré- 
cédent Mémoire, on aura 

la valeur de p* étant 

et la lettre £ désignant une quantité positive infiniment petite qui 
devra être définitivement réduite à zéro. Si, dans le cas où l'on consi- 
dère X, (JL, V comme représentant des coordonnées rectangulaires, la 
fonction ct(X, [x, v) s'évanouit pour tout point (X, (jl, v) renfermé dans 
l'intérieur d'4jn certain volume \'\ on pourra, dans la formule (i), sup- 
poser indifféremment la triple intégration étendue, soit à tous les 
points de ce volume, soit à tous les points de l'espace, c'est-à-dire, à 
toutes les valeurs réelles de X, (jl, v. 

Concevons maintenant que l'on se propose de calculer la fonction 
principale xs. Celte fonction sera une somme d'éléments correspon- 
dants aux diverses valeurs initiales de D^^'cr qui pourraient être repré- 
sentées par les divers éléments de l'intégrale triple comprise dans le 
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second membre de la formule (i). On aura donc 

(3) cj— -| / / 1 HCj(X, fji, v)eA^fjL^v, 

si l'on nomme » la valeur particulière de ts qui répondrait à une valeur 
initiale de Dp* car représentée par le rapport 



Or, pour obtenir cette valeur particulière «, il suffira de recourir à Tune 
des formules (i i) ou (i5) du § III, en y remplaçant la fonction 

par le rapport 

que Ton peut présenter a volonté sous Tune ou l'autre des formes 

' e* 4- »r* ' "^ e* -H x* 

et en supposant ç détermiïié, non plus par l'équation (5) du § III, mais 
par la suivante 

(4) ç — M(.r — X)-+-i'(/ — /:/)-h«v(5 — v), 

attendu que, pour déduire p de r, il suffira de substituer h x, y, z les 
différences 

x — X, j — fx, ^ — V. 

En opérant comme on vient de le dire et supposant d'abord l'équa- 
tion caractéristique homogène, on tirera de la formule (ii) du § III 



lit ^TZ 



... Dr" r r c """' e(«-+-eoO . . . 



ou, ce qui revient au même, 



^'^ '=-"^X /<i^(WEb))je-'-:;.-(?W^'"'''^''''' 
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et, par suite, 

les valeurs de u, r, m^ étant toujours 

(8) « = cos/>, r = sin/?cosy, u* = sin/?sin<7, 

et le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire a>. 

Si, au contraire, l'équation caractéristique cesse d'être homogène, 
on tirera de la formule (i5) du § III 



la valeur de s étant 

(lo) rS riz Y{\\u^— j, h r v^ — I , hiï'v^ — iî -s). 

Si ¥[x,y, z,t) se réduisait k une fonction homogène des seules va- 
riables t etr= v^r'-'-Hj^-f- 3*, alors, en partant, non plus de la for- 
mule (i i), mais de la formule (i3) du § III, on obtiendrait une valeur 
de » déterminée, non plus par l'équation (6), mais par la suivante : 



Concevons maintenant que, cette dernière valeur de « étant substituée 
dans la formule (3), on remplace les variables X, pt, v, considérées 
comme représentant des coordonnées rectangulaires, par des coordon- 
nées polaires 

Pf 0, r, 

en posant 

(12) }. = u:*-hap, ^~/-+-6p, v=ic4-yp, 

(i3) a = cos^, 6 = sin9cosT, y r^sinC'sinr. 

La formule (3) deviendra 

(i4) ®— ~i / / / p'»n>(/, fjL, v) sin&^Tc^^)^^, 

*^ «/g *^0 •■0 

CEuvres de C. — S. I, t. VI. 33 
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et, comme Tintégrale 

J^ £«-+-(p±:w/)» 

se réduira, pour de très petites valeurs de £, ou à zéro, ou au produit 
suivant que le second terme ±: co/ du binôme 

p ±Z(ùt 

» 

sera positif ou négatif, on tirera de la formule (f i), jointe à Téqua- 
tion (i4), 

(,5) r.^±Dr^ r f\^Ç^^^^ 

le signe J^ étant toujours relatif à la variable auxiliaire (o. Nous avons 
pu ici substituer, sans inconvénient, la fonction F(a, 6, yt oj) à la fonc- 
tion F(f/,^, (r, (o), attendu que, dans Thypothëse admise, la formule 

a* -h 6* -h y* =z il* -h t'* -h tï* =: I 

entraine Téquation 

F(m, i\ i«', w) = F(«, 6, y, 0)) =rF(i,o, o, w). 

Lorsque F{.r,r, -, /) est une fonction bomogëne quelconque des 
variables j?, v, s, /, alors, en posant 

(16) coso ^z «a 4- «'6 -H u-y, 

on tire de la formule (4), jointe aux équations (12), 

(17) ç——pcosd; 

puis, en effectuant l'intégration relative à p, on tire des formules (6^ 

et(i4) 

.g. ^_. L-D»-" f'"" f"^ C r r ^""^ ^'sin/?sin0By(>,|jL,v ) dgdpikdh ^ 
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les valeurs de X, pi, v étant données par les formules 

(in) }. = XH ^a, u=r-\ 56, v = z-i ^y. 

^ '^' cosô '^ * coso coso' 

On se trouvera donc ainsi ramené à Tintégraie quadruple à laquelle 
j'étais parvenu, par une marche toute différente, dans mes Leçons au 
Collège de France. 

Ëntin, lorsque l'équation caractéristique cesse d'être homogène, 
alors, en ayant égard aux formules 

I I /((xp,Gp,yp)p^sïnOdTdOdp 
^r f f f /(oip,ep,yp)p^sm6dzdedp, 
et réduisant définitivement £ à zéro, on tirera des formules (3) et (j)) 



,fic ^n •,-♦-•• y,iir ^it ^-»-« ,\ 



dfjdpdh dzd^dp 



On se trouve ainsi ramené à la formule (9) de la page 197 des Exercices 
d' analyse et de Physique mathématique ( * ). 

Dans un autre Mémoire, je montrerai comment les formules que je 
viens d'établir fournissent les lois des phénomènes auxquelles se rap- 
portent les systèmes d'équations linéaires, aux dérivées partielles, dans 
les questions de Physique mathématique. 

( >) couvres de Cauc/n, S. II, T. X[. 
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135. 

Calcul INTÉGRAL. — Note sur la transformation des sommes d'intégrales, 

C. R., T. XIII, p. i8i (26 juillet 1841). 

Soit donnée, entre deux variables x, t, une certaine équation 

(I) F(^,0 = o, 

que je nommerai Téquation caractéristique. Soient d'ailleurs 

les diverses racines de cette équation résolue par rapport à la va- 
riable X, et 

SI» Çî> • • • 

les valeurs particulières de ces racines, correspondantes à une valeur 
donnée t de la variable t. Si Ton pose, pour abréger, 

et si Ton désigne par f(r, /) une nouvelle fonction des variables x^ /, 
on aura, comme je l'ai remarqué dans un précédent Mémoire, 

ou, ce qui revient au même, 

pourvu que chacune des variables x, t reste fonction continue de l'autre 
entre les limites de l'intégration. Dans le premier membre de la for- 

( > ) Pour plus de simplicité, nous remplacerons désormais les doubles parenthèses du 
calcul des résidus par deux crochets trapézoïdaux. Do plus, à la suite du dernier crochet, 
nous placerons la variable à laquelle se rapporte le signe X , ainsi que M. Blanchet l'a fait 
dans ses derniers Mémoires, en adoptant notre nouvelle notation. 
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mule (2) le signe \ indique une somme de termes relatifs aux diverses 

racines de Téquation (i). 

Si, dans la formule (2), on remplace la fonction f(.r, /) par h» rapport 

on trouvera 

Si les diverses racines de Téquation (i) reprennent les mêmes valeurs 
pour les deux limites t et / de Tintégration relative à la variable /, en 
sorte qu'on ait 



(4) j:,^zz JTj^zr. . . et r.-^" 



"^I — ^t — 



on pourra, dans l'équation (3), faire passer le signe 2ii sous le signe /'. 
Si d'ailleurs l'équation (i) fournit le même nombre de racines, soit 
qu'on la résolve par rapport à a?, soit qu'on la résolve par rapport à /; 
si, par exemple, F(j:, /) représente une fonction entière de x et de /, 
qui soit du même degré par rapporta j: et à /, l'équation (3) pourra 
s'écrire comme il suit : 

On obtiendra donc alors la formule 

dont le premier membre offre deux termes qui dillerent l'un de l'autre, 
en ce seul point, que l'opération appliquée dans l'un des deux termes 
à la variable x se trouve appliquée dans l'autre à la variable /. 

Au reste, pour que la formule (5) ou (6) subsiste, il n'est pas abso- 
lument nécessaire que les conditions (4) se trouvent remplies. En 
effet, supposons que la fonction f{x, t) soit du nombre de celles qui 
s'évanouissent pour des valeurs de la variable x situées hors de cer- 
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taines limites x = a, x=^b; supposons de plus chacune des quan- 
tités a, b renfermée : i"* entre les limites $, et j?, ; q** entre les limites ^j 
et^Tj, etc. Enfin concevons que toutes les différences 

a^i i|, .r, 4j, ... 

étant des quantités de même signe, le signe de chacune d'elles soit 
(Micore celui de la différence i — a. La formule (3) pourra être réduiteà 

et par conséquent k 



iH) 






si le nombre des racines de l'équation caractéristique reste le même 
quand on la résout par rapport à a: et quand on la résout par rapport 
à /. Or, la fonction ï[x,t) s'évanouissant dans l'hypothèse admise hors 
des limites a, i, il est clair que la formule (8) coïncidera exactement 
avec l'équation (5). 

Des fonctions qui s'évanouissent toujours hors de certaines limites 
se rencontrent fréquemment dans les problèmes de Physique mathéma- 
tique. On voit avec quelle facilité on peut établir, pour ce genre de 
fonctions, la formule (8). C'est à cette circonstance que tient le succès 
de la méthode employée par M. Blanchet, dans un récent Mémoire, où 
il applique le calcul des résidus à la recherche d'une limite extérieure 
des ondes dont j'avais donné la limite intérieure en i83o. 

En terminant cette Note, nous avons encore à faire une remarque 
importante. La formule (5) suppose que les valeurs de t en x^ tirées de 
l'équation caractéristique, restent fonctions continues de la variable x 
entre les limites de cette variable représentées par \ et x\ et que réci- 
proquement les valeurs de x en ^, tirées de l'équation caractéristique, 
restent fonctions continues do la variable ^ entre les limites de cette 
variable représentées par t et t. C'est ce qui aura effectivement lieu si 
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la variable / est toujours croissante, ou bien toujours décroissante, 
tandis que l'autre variable passe de la limite ^ k la limite x. Mais cette 
même condition n'est plus rigoureusement nécessaire à l'existence de 
la formule (8); et si* pour fixer les idées, on suppose 

alors, pour que la formule (8) subsiste, il suffira évidemment que les 
diverses fonctions de ^r, propres à représenter les diverses racines de 
l'équation caractéristique, résolue par rapport à /, soient toujours 
croissantes et renfermées entre les limites t et /, tandis que l'on fera 
passer x, par degrés insensibles, de la limite a à la limite h. D'ailleurs, 
pour que ces racines croissent toujours dans l'intervalle dont il s'agit, 
il sera nécessaire et il suffira que les valeurs dcD^/ tirées de l'équation 
caractéristique, c'est-a-dire, les valeurs du rapport 

se réduisent, pour une valeur quelconque de x comprise entre a et b, 
à une quantité affectée du même signe que la différence b — a. 



136. 

Physique mathématique. — Mémoire sur la surface caractéristique corres- 
pondante à un système d'équations linéaires aux dérivées partielles y et 
sur la surface des ondes. 

C. R., T. XIII, p. i84 (a6 juillet \%\\), 

Ce Mémoire, qui sera inséré en entier dans les Exercices d'Anaiyseet 
de Physique mathématique (*), est relatif à deux surfaces qui jouent un 
grand rôle dans les questions de Physique ou de Mécanique dont la 
solution dépend d'un système d'équations linéaires aux dérivées par- 
tielles et à coefficients constants. 

( » ) OEuvres de Cauchfy S. II, T. XII. 
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La première surface, que je nomme la surface caractéristique^ est 
celle qui se trouve représentée par l'équation caractéristique elle-même, 
quand on y remplace les dérivées partielles des divers ordres, relatives 
aux variables indépendantes x, y, 5, t, par les puissances des divers 
ordres de ces mêmes variables considérées comme représentant trois 
coordonnées rectangulaires et le temps. 

La seconde surface est celle que l'on nomme la surface des ondes, et 
qui, dans un mouvement simple, persistant, où les durées des vibra- 
tions moléculaires demeurent constantes, touche, au bout d'un temps 
quelconque/, des ondes planes, infiniment minces, diversement incli- 
nées sur trois plans rectangulaires, mais parties au premier instant 
d'un même centre pris pour origine des coordonnées. 

Je donne, dans le paragraphe premier de ce Mémoire, les moyens 
d'obtenir généralement l'équation de la surface des ondes. 

Je montre dans le second paragraphe les relations dignes de remarque 
qui existent entre la surface caractéristique et la surface des ondes, et 
j'établis en particulier les propositions suivantes (*). 

TnÉOKÈME L — Si la surface des ondes correspondante à une éjuation 
homogène se change en surface caractéristique, réciproquement la surface 
caractéristique se changera en surface des ondes. 

Il résulte immédiatement de ce théorème que, l'équation de la sur- 
face des ondes étant donnée, on peut en déduire l'équation caractéris- 
tique, moyennant une élimination semblable à celle par laquelle on 
passe de la seconde équation à la première. 

Théorème II. — Lorsque l'équation caractéristique est homogène, les 
rayons t, r, menés de l'origine, au bout du temps /, à deux points corres- 
pondants de la surface caractéristique et de la surface des ondes, jouissent 
de cette propriété, que chacun d'eux, multiplié par la projection de Vautre 
sur lui-même^ fournit un produit constant égal au carré de t. 

(') Les Ihoorèincs quo nous énonçons ici so déduisent assez facilemenl de formules déjà 
connues, et spécialement de celles que j'ai données dans le Bulletin de M. de Férut^sac 
(avril i83o). Cette remarque, à ce qu'il parait, avait déjà été faite par quelques personnes, 
et en particulier par M. Blanchct; mais elle ne se trouve énoncée nulle part. 
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Il résulte de re théorème que les quatre points qui représentent les 
extrémités des deux rayons vecteurs et les projections de l'extrémité de 
l'un sur l'autre se trouvent placés sur une même circonférence de cercle. 

Théorème III. — Étant donné un système (Inéquations aiLv dérivées par- 
tielles qui conduit à une équation caractéristique homogène^ pour déduire 
la surface des ondes de la surface camctéristique^ ou réciproquement^ il 
suffît de porter, sur chaque rayon vecteur mené de l'origine à l'une des 
deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le carré du 
temps et ce même rayon vecteur; puis de faire passer par l'extrémité de 
cette longueur un plan perpendiculaire à ce rayon. Vautre surface sera 
celle que le plan dont il s'agit touchera constamment dans les diverses posi- 
tions qu il peut acquérir. 

Je joins ici quelques-unes des formules établies dans les deux para* 
graphes du Mémoire. 

Analyse. 

§ I. — Considérations générales. 

Soit 
(I) F(Dx,D,-,IK.D,)iiy = o 

l'équation caractéristique donnée, x^ y^ z^ t désignant trois coordon- 
nées rectangulaires et le temps. L'équation de la surface caractéristique 
sera 

(o,) F(.r,7,5, /)--o, 

et, pour obtenir l'équation de la surface des ondes, il suffira d'éliminer 

U, V, iV 

entre les formules 

(3) Sz^o, 



.r y z 

î>7,s ""î);;s ~ K^' 



(5) 

la valeur de S étant 

(6) S — F(w, r, «',5), 

ORuvrét de C — S. I, l. VI. 0/4 



SM COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, 

et les rapports 



— , -, — 

s s s 



étant supposés réels, dans le cas même où u, v^ w^ s deviennent imagi- 
naires. Lorsque la fonction F(:r,y, 5, /) n'est pas homogène, s reste 
dans Téquation de la surface des ondes, et les dimensions de cette sur- 
face varient généralement avec s. 

Lorsque la fonction ¥{x,y,z, t) devient homogène, s se trouve éli- 
minée avec II, s^9 Wf et disparait de Téquation de la surface des ondes. 
On peut donc alors donner à s une valeur arbitraire, et, en posant 

on peut remplacer u, v, w par les coordonnées d'un point situé sur la 
surface caractéristique. Si l'on nomme 

X, y, z 

ces coordonnées, afin de les distinguer des coordonnées x, y, z d'un 

point situé sur la surface des ondes, on verra les équations (3), (4)» 

(5) se réduire à 

S = o, 

(7) ] 

X Y z 

la valeur de S étant 

(8) S = F(x,y,z,0. 

§ n. — Rapports qui existent entre la sur/ace caractéristique et la surface 
des ondes i dans le cas où l* équation caractéristique devient homogène. 

Soient, dans le cas que l'on considère, 
(I) S==o et Sz=io 

les équations de la surface caractéristique et de la surface des ondes; 

alors 

S=:F(x,y,z,0 et S = ^(x,y,z,t) 
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seront deux fonctions homogènes de / et des coordonnées 

X, y, z, ou X, y, z. 

Alors aussi les coordonnées, relatives à deux points correspondants 
des deux surfaces, seront liées entre elles par les équations 

(a) xar-+-y^H-Z5 = £S 

/ox ^_ — JL — ^ X y z 

Soient maintenant t, r les rayons vecteurs menés de l'origine aux 
points (x, y, z) et (^, j» s) des deux surfaces, et 8 l'angle aigu compris 
entre ces rayons vecteurs. L'équation (2) donnera 

(4) rvcos<J = /*, 

et, en vertu des formules (3), le plan tangent mené à l'une des surfaces 
par l'extrémité de l'un de ces rayons vecteurs sera perpendiculaire à 
l'autre rayon. 

Ces remarques entraînent les théorèmes précédemment énoncés. 

Ajoutons que, si l'on considère / comme une fonction de x, y, z dé- 
terminée par l'équation S = o, ou 

F(x,y,z, = 0, 
cette fonction vérifiera l'équation aux différences partielles 

.f(Dx^,D,/,D,r, — 1)1=0. 



137. 

Physique MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur V emploi des fonctions principales ^ 
représentées par des intégrales définies doubles, dans la recherche de la 
fiyrme des ondes sonores^ lumineuses^ etc. 

C. R., T. XIU, p. i88(a6 juillel 1841 ). 

Les intégrales que j'ai données, dans la dernière séance, pour les 
systèmes d'équations aux différences partielles, sont éminemment 
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propres à faire connaître les diverses circonstances des mouvements 
que ces équations peuvent représenter dans un problème de Physique 
ou de Mécanique. Je montrerai, dans une suite de Mémoires, comment 
on peut déduire de ces mêmes intégrales les lois d'un grand nombre de 
phénomènes que j'ai analysés d'une autre manière à diverses époques, 
et en particulier les lois de la polarisation, de la dispersion, de la dif- 
fraction, dans la théorie de la lumière. Je me bornerai aujourd'hui à 
la détermination générale de la forme des ondes qui se propagent dans 
l'espace, quand la fonction principale doit vérifier une équation carac- 
féristique homogène. J'avais prouvé, en i83o, que cette fonction prin- 
cipale peut être réduite à une intégrale quadruple. J'ai obtenu, dans 
la dernière séance, une réduction nouvelle, en supposant la valeur 
initiale de la fonction principale décomposée en plusieurs parties, 
dont chacune dépend uniquement de la distance à un centre fixe; et 
j'ai donné en outre un moyen de trouver directement l'intégrale double 
à laquelle cette supposition m'a conduit. On verra, dans ce nouveau 
Mémoire, avec quelle facilité l'intégrale double dont il s'agit fournit 
d'une part la limite intérieure des ondes telle que je l'avais déterminée 
en i83o, et d'autre part une limite extérieure du genre de celle qu'a 
obtenue dernièrement M. Blanchet. 

Analyse. 

§ 1. — Limite intérieure des ondes représentées par une équation 

caractéristique. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu- 
laires x^ y, z et le temps /. Soit d'ailleurs 

F(.r, V, ;;, /) 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, et du 

degré n. Enfin, soient 

r -- sjx^ -h /* -t- ^* 

la distance du point (r, y, z) à l'origine, et ts une fonction principale 
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assujettie : i"" à vérifier, quel que soit /, l'équation caractéristique 

2® à vérifier, pour / = o, les conditions 

(2) By = o, D/iST==o, ..., D?~*BJ = o, D?'"*iïT = n(r). 

On aura, comme nous Tavons prouvé dans la dernière séance, 

les valeurs de w, r, iv, <; étant 

(4) i/=:cos/>, t' =: sin/ï cos^, iv — sin/> sîn^, 

( 5 ) ç=^ ua: -\- vy -h ivz. 

Donc la valeur générale de D"~*c3f sera 

et il est aisé de s'assurer que cette valeur générale remplit, comme 
cela devait être, la condition de se réduire à n(r) pour une valeur 
nulle de /. . 

Supposons maintenant que la valeur initiale de D^~*gt, représentée 
par n(r), n'ait de valeur sensible que dans le voisinage de l'origine des 
coordonnées, en sorte qu'elle s'évanouisse constamment quand la va- 
leur numérique de r n'est pas très petite. L'intégrale double qui, en 
vertu de la formule (6), représente, au bout du temps t^ la valeur de 
D""*taf, et même celle qui représentera la valeur de D""*tar, se rédui- 
ront évidemment a zéro si les valeurs de ^,/, s sont sensiblement dif- 
férentes de celles qui permettent de vérifier l'équation 

(7) ç4-w/ = o, 

ou 

(8) u.r -h çy ~\- wz -h (»il^=o. 
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Or cette dernière équation représente un plan dont la position varie 
dans l'espace avec les valeurs des coefficients u^v,w\ et la surface, que 
touche ce plan dans toutes les positions qu'il peut acquérir au bout du 
temps /, est précisément celle que nous avons nommée surface des 
ondes. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si le phénomène qui dépend de la valeur de D*"* cr, et 
parait ou disparaît avec elle, nest primitivement sensible que dans un 
espace infiniment petite qui renferme V origine des coordonnées, il ne sera 
sensible au bout du temps t que dans V intérieur de la surface des ondes. 

Si l'espace, dans lequel le même phénomène était primitivement sen- 
sible, cessait d'être infiniment petit et se trouvait renfermé dans une 
certaine enveloppe, alors, pour obtenir la surface dans l'intérieur de 
laquelle il disparaîtrait au bout du temps /, il suffirait de décomposer la 
valeur initiale de D^~*fsT en parties dont chacune serait uniquement 
sensible dans l'intérieur d'une sphère infiniment petite, et représentée 
par une fonction de la distance au centre de la sphère. Cette décompo- 
sition pouvant toujours s'effectuer en vertu des formules que j'ai don- 
nées dans les séances précédentes, on déduira immédiatement du 
théorème I la proposition suivante : 

Théorème II. — Si le phénomène qui dépend de la valeur de D""' cr, et 
paraît ou disparaît avec elle, n'est primitivement sensible que dans un 
volume fini terminé par une certaine enveloppe, pour obtenir la surface 
dans l'intérieur de laquelle ce même phénomène disparaîtra^ au bout du 
temps t, il suffira de transporter cette enveloppe dans l'espace, de manière 
que chacun de ses points décrive une droite égale et parallèle au rayon 
vecteur OA mené de l'origine des coordonnées à un point quelconque A 
de la surface des ondes qui aurait cette origine pour centre. La surface 
cherchée sera la moins étendue de celtes que limitera de toutes parts l'en- 
veloppe ainsi transportée, dans les diverses positions qu elle pourra prendre, 
eu égard aux diverses nositions du point A. 
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§ II. — Limite extérieure des ondes représentées par une équation 

caractéristique homogène. 

Considérons de nouveau la fonction principale gt déterminée par la 
formule (3) du § I, c'est-à-dire, par l'équation 

(i) m—^ — I I -X- '- — ^- '-^mpdqdp, 

dans laquelle on a 

(a) Mz=cos/>, i> = 8in/ico8y, (v = sm/>sin^, 

(3) ç=^ ux "h i^y -h svz. 

Si Ton pose, pour abréger, 

(4) S = Ç'^Oit, 

alors, aux diverses valeurs de co considéré comme racine de l'équation 

(5) F(ll,t', «',&>)=: o, 

correspondront autant de valeurs de s qui vérifieront la formule 

(6) F(m/, s^t^wtyS— ç) = o, 

et l'équation (5) pourra s'écrire comme il suit 



lie ^ic 



('^ "=r.»'""X X L'-^f^^-p<i9dp, 



I , 



la valeur de g étant 

(8) '- <*-«>"- 



Comme on aura d'ailleurs généralement 



iSiC xiStC 






attendu que i^, m^ changent de signe avec sinç et cos^ quand on fait 
croître ou diipinuer l'angle q de la demi-circonférence i:, il est clair 
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que, dans la formule (8), on pourra changer les signes de i', (v, et sup- 
poser en conséquence 

la valeur ç, étant 

Il y a plus : on pourra substituer dans la formule (7), non seulement 
l'une quelconque des valeurs de - fournies par les équations (8) ou (9), 
mais aussi la moyenne entre ces deux valeurs, savoir 

Or cette dernière valeur de ^ sera une fonction rationnelle de w, (^, «-' qui 

ne sera point altérée quand on y remplacera ^ par — r, et iv par — u-; 
et puisque, en vertu des formules (2), on aura 

1 i 

(12) r = (i — ii')*cos7, iv — (1 — M')^sin7, 

il est clair que le second membre de la formule (i i), considéré comme 
fonction de u et de Tangle 7, sera une fonction rationnelle de i/. On peut 
même observer que ce second membre, après la réduction des deux 
fractions qu'il renferme au même dénominateur, sera représenté par 
une fraction nouvelle dont le dénominateur et le numérateur seront, 
eu égard aux formules (12), le premier du degré 2/1, et le second du 
degré 2/1 — 2 par rapport à la variable i/. Il suit immédiatement de cette 

observation que la valeur de 7» déterminée par la formule (11) et les 

équations (12), vérifiera la condition 

(i3) r-'-=zo. 

Remarquons d'ailleurs que la formule (7) pourra s'écrire comme il suit 
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Soit maintenant rie rayon vecteur mené de l'origine au point A qui 
a pour coordonnées rectangulaires ar, y, s. On aura 



De plus, on pourra considérer les quantités />, q comme représentant 
deux des coordonnées polaires d'un autre point B situé, à l'unité do 
distance de l'origine, sur un rayon vecteur qui formerait avec le demi- 
axe des a? positives l'angle /?, et dans un plan qui, passant par ce rayon 
vecteur, formerait avec le plan des .r, y l'angle q. Cela posé, nom- 
mons S l'angle compris entre les rayons vecteurs OA, OB. On trouvera 

(i5) ç = rcoso; 

et par suite l'équation (4) donnera 

(i6) s=^ rcosd-h (Mit. 

Enfin, si l'on nomme ç l'angle formé par le rayon vecteur ravec l'axe 
des X, et q-\-i l'angle formé par le plan qui renferme cet axe et ce 
rayon avec le plan des ^, j, on aura évidemment 

a?=:r COS9, /==rsin9C0s(7 -h i), 5 = rsinç sin(^ H- t), 

et par suite la formule (3) donnera 

ç = /•(cos(pcos/>-+-sin9Cosvsin)y), 

puis on conclura de cette dernière, comparée à l'équation (i5), 
(17) cosd=:cos<pcos/>-f- sin9C0Sisin/?. 

Supposons à présent : i^ que la fonction n(^) soit toujours nulle, 
excepté entre les limites 

£ désignant un nombre très petit; 2? que l'on attribue à la variable a* 
une valeur positive très considérable. Alors la fonction 11(5) s'évanouira 
toujours quand la valeur numérique de s ne sera pas très petite. D'ail- 
leurs, r étant très grand avec a?, la valeur de 5 déterminée par l'équa- 

OF.uvres de C, — S. I, t. VI. 35 
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tion (i6), et que Ton peut mettre sous la forme 

rfcosâ 



(cosa-h^-J:^); 



ne pourra devenir très petite qu'avec le binôme 



^ (Mit 

COSÔH > 

/• 



(Mit 



et par conséquent avec cosS, puisque, r étant très grand, — sera très 

voisin de zéro. Ainsi, dans l'hypothèse admise, lorsque la valeur de 5 
donnée par l'équation (16) fournira une valeur de 11(5) différente de 
zéro, on aura sensiblement 

(18) C0SÔ=:O, 

et, en vertu de la formule (17), 

cos^ __ sin/? 



(•9) 



— sinQCost coso , , . , • vj' 

^ ^ (cos'g 4-sin*9C0S*i)* 



attendu que sin/9 et COS9 seront positifs. Il est aisé d'en conclure que 
cotte valeur de s sera généralement croissante avec la variable 

En effet, on tirera des formules (16) et (17) 

hpS^ /•(— cosçsin/? -hsinçcosicos/?) -+- ilip(,iy 

ou à très peu près, eu égard à la formule (19), 

(20) Dp5=r-- r (cos'9 -h sin'(p cos*t)* :DpO> ; 

et, comme la valeur précédente de D^^ sera évidemment négative pour 
de très grandes valeurs de r, si D^w conserve toujours une valeur finie, 
il en résulte que la valeur correspondante de 

(21) D„5 — — sinpDp.f 

sera généralement positive. Cette conclusion subsistant dans le cas 
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même où i^, (v changent de signe, et où ç se trouve remplacé par ^,, on 
peut affirmer que, pour de très grandes valeurs positives de a?» les va- 
leurs des, pour lesquelles 11(5) ne s'évanouira pas, croîtront, dans la 
formule (i/|), avec la variable u. Donc alors, en substituant à la va- 
riable u la variables, on aura, en vertu de la formule (8) de la page 262, 

puis, eu égard à l'équation (i3), 

(23) m=:o. 

m 

Ajoutons que l'équation (a3) continuera de subsister tant que la valeur 
de D„i sera positive entre les limites 

(24) 5 = — e, 5 = e. 

Donc, si e, comme on le suppose, est sensiblement nul, la fonction 
principale xs s'évanouira au bout du temps /, tant que la valeur posi- 
tive de X ne sera pas assez petite pour que l'on ait simultanément 

(25) 5 = 0, D„i=io. 

La première des équations (aS) qui, en vertu des formules (3) et (4). 
se réduit à 

(26) «a: -h r/ -H n'-3 H- w/=i o, 

est précisément l'équation en a:, j, z qui représente, au bout du temps /, 
un plan tangent à la surface des ondes, et perpendiculaire à la droite 
dont chaque point répond aux deux coordonnées polaires p et q. Cela 
posé, l'équation en x, y, 2, t, produite par l'élimination de x entre les 
formules (25), représentera évidemment, pour une valeur donnée de 
l'angle 7, la surface cylindrique circonscrite à la surface des ondes, et 
dont la génératrice sera parallèle au plan qui, passant par l'axe 
des X, formerait l'angle q avec le plan des x, y. Il en résulte que la 
plus grande des valeurs positives de x, qui permettront aux for- 
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mules (25) de subsister simultanément, sera l'abscisse du plan perpen- 
diculaire à Taxe des x^ et qui touchera les diverses surfaces cylin- 
driques de ce genre, correspondantes aux diverses valeurs de Tangle q. 
En d'autres termes, cette plus grande valeur de x sera l'abscisse du 
point de la surface des ondes le plus éloigné du plan des j, z, dans le 
sens des x positives. D'ailleurs, la surface des ondes, correspondante 
à une équation caractéristique homogène, présente, comme il est facile 
de s'en assurer, une forme et des dimensions indépendantes des direc- 
tions attribuées aux axes rectangulaires des a?, y, z. Donc, relative- 
ment à cette surface, le demi-axe des x positives peut avoir une direc- 
tion quelconque; et ce que nous avons dit suffit pour démontrer que 
les deux plans qui, étant parallèles à un plan donné arbitrairement, 
limiteront, au bout du temps /, la surface des ondes de part et d'autre 
de l'origine, limiteront aussi, à la même époque, l'espace en dehors 
duquel la fonction principale xs sera constamment nulle. Donc la 
fonction principale xs s'évanouira toujours en dehors de la plus 
grande nappe de la surface des ondes, si cette plus grande nappe est 
une surface convexe. Si le contraire arrive^ on pourra du moins 
aflirmer que la fonction principale ^ s'évanouira en dehors de la sur- 
face qu'on obtiendrait en conservant les portions saillantes de la sur- 
face des ondes, et substituant aux portions rentrantes de cette même 
surface des portions de surface développables dont chaque génératrice, 
extérieure à la surface des ondes, la toucherait en deux points diffé- 
rents. Ces conclusions s'accordent avec celles qu'a obtenues M. Blan- 
chet en appliquant le calcul des résidus à la détermination des inté- 
grales triples auxquelles il avait réduit les intégrales quadruples que 
nous avons citées dans un précédent Mémoire. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la valeur de D^(o, 
tirée de l'équation (5), restait toujours finie. Pour étendre les conclu- 
sions que nous avons obtenues au cas où cette condition n'est pas 
satisfaite, on pourra recourir à la théorie des intégrales singulières. 
C'est ce que nous montrerons dans un autre Article, où nous recher- 
cherons aussi ce que devient la fonction principale, quand la nappe 
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extérieure des ondes n'est pas convexe, entre les portions rentrantes 
de cette nappe et les portions de surfaces développables dont nous 
avons parlé. 

L'enveloppe de l'espace en dehors duquel s'évanouit, au bout du 
temps/, une fonction principale, dont la valeur n'était primitivement 
sensible que dans le voisinage d'un point, est ce qu'on peut nommer la 
surface extérieure d'une onde primitivement concentrée en ce point. 
Cette surface étant connue, on en déduira la surface extérieure d'une 
onde primitivement renfermée dans un volume fini, à l'aide de la con- 
struction géométrique indiquée dans le théorème II du § I. 



138. 

Calcul des résidus. — Rapport sur un Mémoire de }\. Oltramaro, 

relatif au calcul des résidus. 

C. R., t. XIII, p. 296 (a aoât 1841). 

L'Académie nous a. chargés, M. Sturm et moi, de lui rendre compte 
d'un Mémoire présenté par M. OItramare, et quia pour titre : Recherches 
sur le calcul des résidus. On sait que les principes de ce nouveau calcul, 
développés par l'un de nous en 1826, ont été, depuis cette époque, 
appliqués, non seulement à l'intégration des équations linéaires et à la 
solution des problèmes de Physique mathématique, mais encore à la 
détermination des intégrales définies et à diverses questions d'Analyse, 
soit par l'auteur lui-même, soit par d'autres géomètres, parmi lesquels 
on doit distinguer MM. Tortolini, Richelot, Ostrogradsky et Bou- 
niakowski. Les recherches de M. OItramare sont principalement rela- 
tives aux propriétés dont jouissent, dans le calcul des résidus, deux 
fonctions inverses l'une de l'autre, c'est-à-dire deux variables dont cha- 
cune est déterminée en fonction de l'autre par une équation algébrique 
ou même transcendante. Parmi les théorèmes qu'établit M. OItramare, 
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nous en citerons d'abord un qui se rapporte au cas où l'équation don- 
née est algébrique, et qui se trouve énoncé dans les termes suivants : 

Si<f{z) est une /onction quelconque de la variable z^ uniforme ou mul- 
tiforme, donnée par une équation algébrique, et qui, pour des valeurs infi- 
nies réelles ou imaginaires de z, conserve une valeur finie, le résidu inté- 
gral de la somme des valeurs de cette fonction sera précisément égal au 
résidu intégral de la somme des valeurs de sa fonction inverse. 

M. Oltramare observe avec raison que le théorème s'étend au cas 
même où Ton remplacerait la fonction inverse de ç(s) par ce qu'il 
nomme la fonction inverse de seconde espèce, c'est-à-dire, pour parler 
exactement, par la fonction inverse de la somme des valeurs de 9(2). 

La démonstration que donne M. Oltramare du théorème énoncé se 
déduit rigoureusement de la règle établie pour la détermination du 
résidu intégral d'une fonction, à la page i34 du premier Volume des 
Exercices de Mathémxuiques (*). On pourrait même simplifier cette 
démonstration, comme nous allons le faire voir. 

Considérons une équation algébrique entre x et j^, dont le premier 
membre soit une fonction entière du degré m par rapport à x, du degré 
n par rapport à j et du degré m-h n par rapport au système des deux 
variables; ce qui exige que le coefficient du terme proportionnel kx^ 
et à y ne s'évanouisse pas. En vertu de la règle que je rappelais tout à 
l'heure, le résidu intégral de la somme des valeurs de x considéré 
comme fonction de t et le résidu intégral de la somme des valeurs de t 
considéré comme fonction de x, dépendront uniquement l'un et l'autre 
des coefficients des quatre termes qui renfermeront les puissances x^ ou 
.r"*"* de»r, ety ouy""' dey. Donc, quels que soient les nombres m et /i, 
ces résidus conserveront les valeurs qu'ils prendraient si les coeffi- 
cients de ces quatre termes subsistaient seuls, tous les autres coeffi- 
cients étant nuls; ce qui permettrait de réduire l'équation donnée à 
une équation du premier degré en x et y, ou de la forme 

Axy-hBx -HC/-+-D =0. 
(») Œuvres de Cauchj, S. 1!, T. VI, p. 169. 



EXTRAIT N* 1S8. 279 

Mais alors chacun des deux résidus dont il s'agit se réduirait au rapport 

BC — AP 
A* 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Deux variables x^ y étant déterminées^ Vune en fonction de Vautre y 
par une équation algébriqucy dans laquelle un même terme renferme à la 
fois la puissance la plus élevée de x et la puissance la plus élevée de y, le 
résidu intégral de la somme des valeurs de x^ et le résidu intégral de la 
somme des valeurs dey^ seront égaux entre eux y et dépendront des coeffi- 
cients des quatre termes qui renfermeront la puissance x^ ou a?"""' de x 
avec la puissance y ou y""* de y. Ils resteront donc invariables, si, sans 
altérer ces quatre coefficients, on fait varier tous les autres ou même les 
nombres entiers met n. 

Les théorèmes démontrés par M. OItramare, pour les fonctions qui 
représentent des racines d'équations algébriques, ne peuvent pas être 
étendus sans restriction aux diverses fonctions transcendantes. Aussi 
l'auteur s'est-il borné à les établir pour certaines fonctions de cette 
espèce. D'ailleurs, dans les derniers paragraphes de son Mémoire, il a 
déduit, des formules rappelées ou établies dans les premiers, des som- 
mations et des transformations de séries qui paraissent dignes de 
remarque, et propres à intéresser les géomètres. 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Oltra- 
mare est digne d'être approuvé par l'Académie et inséré, avec une 
réduction à laquelle l'auteur a consenti^ dans le Recueil des Savants 
étrangers. 

Nota, — Pour obtenir le résidu de x considéré comme fonction de y, 
et le résidu dey considéré comme fonction de or, quand les variables j?, 
y sont liées entre elles par l'équation 

(i) \xy -^ ^x -\-Cy -hD = 0, 

il suffit d'observer que ces résidus ne varieront pas si l'on remplace 

X par j: -h a, r par j -h c, 
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dont les modules sont inférieurs à l'unité, la seconde, toutes les racines 
dont les modules surpassent l'unité. 

Le deuxième paragraphe est relatif au calcul du terme général, dans 
le développement d'une fonction en série de termes proportionnels 
aux diverses puissances entières, positives, nulle, ou négatives, d'une 
exponentielle trigonométrique. On prouve aisément que le coefficient 
du terme général peut être représenté par une intégrale relative k 
l'angle qui sert d'argument à l'exponentielle, la différence entre les 
valeurs extrêmes de cet angle étant la circonférence même. Considé- 
rons, en particulier, le cas où cette intégrale représente le coefficient 
de la /i'^"* puissance de l'exponentielle trigonométrique, la valeur 
numérique de n étant un nombre très considérable; et supposons d'ail- 
leurs que la fonction donnée offre pour facteur une puissance négative, 
entière ou fractionnaire, d'une fonction réelle et entière du sinus et du 
cosinus de l'argument. Si l'équation auxiliaire que l'on obtiendra en- 
égalant cette fonction à zéro est résolue par rapport à l'exponentielle 
trigonométrique, on pourra, sous certaines conditions que le calcul 
indique (*), déduire de cette résolution la valeur de l'intégrale expri- 
mée à l'aide d'une série très convergente; et même, pour obtenir le 
premier terme de la série, il ne sera pas nécessaire de chercher toutes 
les racines de l'équation formée comme on vient de le dire. Ce premier 
terme, qu'on pourra se contenter de calculer seul, quand la valeur 
numérique de n deviendra très grande, dépendra uniquement de la 
racine qui offrira le module le plus voisin de l'unité, ce module étant 
d'ailleurs compris entre les limites o et i. Cette remarque fournit, dans 
la Mécanique céleste, le moyen d'obtenir très promptement celles des 
inégalités périodiques dont le calcul offrait jusqu'à présent les plus 
grandes difficultés. 

Au reste, les intégrales relatives à des angles dont les valeurs ex- 
trêmes diffèrent entre elles d'une circonférence entière ne se ren- 

(0 Les conditions dont il s*agit sont que les modules de toutes les racines diffèrent de 
l'unité; que, parmi les modules supérieurs à l'unité, le plus petit surpasse ^2; enfin que 
le double de celui-ci soit inférieur à chacun des suivants diminué de l'unité. 
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contrent pas seulement dans les problèmes d'Astronomie, mais aussi 
dans une multitude d'autres, par exemple, dans la théorie des trans- 
cendantes elliptiques et dans les questions de Physique mathématique. 
Mes nouvelles formules pourront donc être utiles dans les questions 
de ce genre; ce que j'expliquerai plus en détail dans un autre Article. 



140. 

Pbysiqde mathématique. — Note sur la sur/ace des ondes lumineuses 

dans les cristaux à deux a^es optiques, 

C. R., t. XUI, p. 3i9 (9 août i84i). 

En partant des formules que j'ai données dans la séance du 26 juillet, 
et en ayant recours à un artifice de calcul que j'ai indiqué dans les pré- 
liminaires des applications du Calcul infinitésimal à la Géométrie, on 
passe très facilement de l'équation que Fresnel a obtenue pour repré- 
senter, dans les cristaux à deux axes optiques, la surface des ondes 
lumineuses, à l'équation caractéristique correspondante, et récipro- 
quement. Je joins ici ce calcul, qui peut intéresser à la fois les physi- 
ciens et les géomètres. 

Sous certaines conditions que j'ai données dans un Mémoire pré-^ 
sente à l'Académie le 20 mai iSSq, et qui paraissent remplies lorsque 
l'éther se propage dans un cristal à deux axes optiques, la détermina- 
tion des mouvements infiniment petits des molécules éthérées se 
ramène à l'intégration d'une équation caractéristique qui, lorsqu'on 
néglige la dispersion, se réduit sensiblement à la suivante 

D; w - [ ( b 4- c ) D i -h ( c -f- a ) D « -h ( a -h b ) D ! ] D ? m 

4- (bc Dî -+- ca DJ -h ab DJ) (Di -h D« h- D?)cy = o, 

xs désignant la fonction principale, x, j^., :; trois coordonnées rectan- 
gulaires, / le temps, et a, b, c des constantes positives. Donc alors la 
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surface caractéristique est représentée par l'équation 

^^— [(b4-c)\'-h(c-ha)y*-+-(a-hb)z»]/« 
4- [box* -h cay' -h abz*] (x* + y' -h z') = o, 

ou, ce qui revient au même, par la suivante 

x^ y» z' __ 

^'^ /«- aw* "^ /»- b,.* "^ /«- cv« ~^' 

X, y, z désignant les coordonnées rectangulaires d*un point de cette 
surface, et le rayon vecteur t, mené de l'origine au point (x, y, z), étant 
lui-même déterminé par la formule 

Désignons maintenant par S le premier membre de l'équation (i). 
Pour passer du point (x, y, z) de la surface caractéristique au point 
correspondant (j?, 7, s) de la surface des ondes lumineuses, il suffira 
(roirla page 267) d'éliminer x, y, z entre les formules 

(2) J7X4-7y-h-3ZH-^*=0 

et 

(3) 



D,S "" D,S " D.S 
Or, si Ton pose, pour abréger, 
(^\ ft— ax* by' cz' 

la formule (3) deviendra 






x(e^,T^) y(»^,-di;r.) <«-^ïr^O 

Si, dans cette dernière, on combine par voie d'addition les termes cor- 
respondants des trois rapports, après avoir multiplié respectivement 
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ces termes par les facteurs 

ax by cz 



^î__av» ^* — bv« /« — c 



j> 



alors, en ayant égard à Téquation (i) présentée sous la forme 

ax* by* cz* 



^*— av* i*— bv* f* — c 






V 



on obtiendra un nouveau rapport dont le dénominateur sera nul; et 
comme ce nouveau rapport devra être équivalent aux trois premiers, 
son numérateur devra encore s'évanouir. On trouvera ainsi 

,^^ ajjx b^y czz 



ou, ce qui revient au même 



^'^^ /*-av*"^/*~bv^ "^/t— et* - — '• 

Si, en revenant à la formule (5), on y combine, par voie d'addition, 
les termes des trois rapports qu'elle contient, après avoir respective- 
ment multiplié ces termes : i" par lés facteurs 

X, y, z; 
2** par les facteurs 

'*'* Jf ^ > 

alors, en nommant r le rayon vecteur mené de l'origine au point («r, j, s), 
ou, ce qui revient au même, en posant, pour abréger, 

r* = :F*-h j*-|--5*, 

et ayant égard aux équations (i), (2), (7), on trouvera 

r- _ /•* 

Bv* ~ i-hB/*' 

par conséquent 



(8) e = 



/•*u* 
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Ëniin, si Ton substitue la valeur précédente de 6 dans la formule (5), 
celte formule deviendra 



X y 



(9) — z = :; = - 



z 



^*~av* t^-'bv* /* — cv« 



Or il résulte évidemment de cette dernière que, sans altérer Téqua 
tion (G), on peut y remplacer les trois quantités 



^ y ^ 

^*— aw^' t'—bv*' ^«— cv* 



par les trois autres quantités 



/•*— a^* r*—ht* /•' — c^* 

qui sont respectivement proportionnelles aux trois premières. En opé- 
rant ainsi, Ton verra Téquation (6) se réduire à la formule 

, , ax* h y* es* 

Cette dernière est précisément l'équation de la surface des ondes 
obtenue par Fresnel, et présentée sous la forme la plus simple. Elle 
pourrait encore s'écrire comme il suit : 

.T- y* 5* 

(II) 1 : _i — I 

Ajoutons que, si l'on posait 

I II 

abc 

l'équation (lo) deviendrait 

, . a?' y* z^ 

Donc, la surface caractéristique étant représentée par l'équation (i), il 
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suffira, pour obtenir la surface des ondes, de remplacer dans cette 
équation (i) les nombres 



a, b, c 



par les nombres inverses 



II I 

a J) c 

Réciproquement, la surface des ondes étant celle que représente Té- 
quation (12), la surface caractéristique sera nécessairement celle que 
représente la formule (r); et par suite, si, en admettant pour surface 
des ondes lumineuses celle que Fresnel a donnée, on cherche Téquation 
caractéristique propre à représenter les lois des vibrations de l'étlier 
dans les cristaux à deux axes optiques, on trouvera que cette équation 
caractéristique est précisément celle de laquelle nous sommes partis, 
c'est-à-dire qu'elle est de la forme 

h\m — [(b 4- c) D« -h (c -h a) DJ -+- (a -h b) D|] D? bt 
-I- (bc Di -H ca D» -h ab D|) (DJ -h D| 4- D?)tsj = o. 



141. 

Calcul lxtégral. — Note sur l'intégrale définie double qui sert 
à rintégration d'une équation caractéristique homogène. 

C. R., t. Xni, p. 365 (16 août 1841). 

L'auteur annonce une réduction nouvelle de l'intégrale double à 
l'aide de laquelle il est parvenu à représenter la fonction principale cr 
correspondante à une équation caractéristique homogène de l'ordre n, 
dans le cas où la valeur initiale de D^"* cr dépend seulement en chaque 
point de la distance r à un centre fixe. Il se propose de développer dans 
un prochain Article cette réduction nouvelle, et les conséquences 
remarquables qui s'en déduisent. 
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142. 

Calcul intégral. — Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 
qui i^érifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu'entraîne cette réduction. 

C. R., t. XJII, p. 397 (2H août i84i). 

Dans le dernier Compte rendu^ j'ai annoncé une réduction nouvelle 
de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homo- 
fçène d'un ordre donné n. Pour obtenir cette réduction, et la déduire 
de l'intégrale double à l'aide de laquelle j'ai précédemment représenté 
cette fonction, il suffit de supposer infiniment petit le rayon £ de la 
sphère dans laquelle se trouve renfermé l'état initial, et en dehors de 
laquelle s'évanouit la valeur initiale de la dérivée de la fonction prin- 
cipale de l'ordre /i — i. Si l'on nomme surface des ondes celle que j'ai 
désignée sous ce nom en i8s3o, il suffira de promener sur cette surface 
le centre d'une sphère dont le rayon serait e, pour que cette sphère 
engendre une onde qui aura partout la même épaisseur égale au dia- 
mètre de la sphère. Or, de la réduction que j'ai obtenue, il résulle 
que la dérivée de la fonction principale de l'ordre /i — i se réduit, 
pour les points situés dans l'intérieur de cette onde, à une quantité 
infiniment petite, et, pour les points situés hors de cette même onde, 
à une quantité infiniment petite d'un ordre plus élevé. Mais, cette der- 
nière pouvant toujours être négligée par rapport à une quantité infini- 
ment petite d'ordre moindre, on doit en conclure que la dérivée de 
l'ordre n — i de la fonction principale s'évanouit toujours hors de 
Tonde dont nous avons parlé, quelle que soit sa forme, et même entre 
les diverses nappes de cette onde; par conséquent elle s'évanouit, dans 
l'hypothèse admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment 
rapprochés de la surface des ondes, telle que je l'ai définie dans le 
Bulletin de M, de Férussac du mois d'avril i83o. 

La fonction principale étant déterminée comme je viens de le dire. 
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dans le cas où le rayon e est infiniment petit, pour étendre cette déter- 
mination et les conclusions précédemment obtenues au cas où Tétat 
initial est quelconque, il suffit de recourir aux formules de transfor- 
mation que j'ai données dans une des précédentes séances. 

Le Mémoire où ces divers résultats seront exposés en détail devant 
être publié en entier dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathé- 
matique, je me contenterai d'indiquer ici brièvement les formules aux- 
quelles je parviens et les théorèmes qui s'en déduisent. 

ANALYSE. 

PREIIÈKB PARtiB. — PRÉLIMINAIRES. 

§ !•'. — Théorème d'Analyse et de Géométrie. 

Soient 

•^f y^ ^ 
trois coordonnées rectangulaires, liées aux trois coordonnées polaires 



par les équations connues 



x-= ur 



f 



y = (V, z = wr. 



dans lesquelles on a 

(i) tf = cos/?, r = sin/?cos<7, w=zs\nps\nq. 

Soient de plus 

^='H'^^y,s) 

une certaine fonction des coordonnées rectangulaires x^ y^ s, et ^ la 
racine positive de l'équation 

(2) c'a» = (D;c'^)«-+-(Dj.8)«-+.(D«8)«. 
La formule 

(3) S — o 

représentera une certaine surface courbe LMN; et si, les valeurs des 

OEwret de C. — S. 1, t. VI. 87 
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coordonnées polaires />, q sont précisément celles qui déterminent la 
direction de la normale menée à la surface courbe LMN par le point 
(a;,j,s). on aura 

^^^ h^6 by6 D,^ ""^>l 

Enfin, si Ton nomme x, y, z les coordonnées courantes du plan tan- 
gent mené à la surface courbe par le point (a:, y^ 5), Téquation de ce 
plan sera 

(5) tt(x — jr)-hi'(y— /)-hi^(z — 5) = o, 

et pourra être présentée sous la forme 

(6) IIX -h t^y-h WZ=:Ô, 

désignant une fonction déterminée des angles p^ 9, savoir, celle a 
laquelle on parvient quand on élimine x^ y y z de l'expression 

à l'aide des formules (3) et (4)- Ajoutons que, pour retrouver l'équa- 
tion (3), il suffira d'éliminer p, q entre l'équation 

(7) i/x -H i^/ -h W5 = 9 

et les dérivées de cette dernière différentiée successivement par rapport 
à /? et par rapport a q. Cela posé, on établira sans peine, soit à l'aide 
de l'Analyse seule, soit à l'aide de la Géométrie et de l'Analyse combi- 
nées ensemble, les propositions suivantes : 

Théorème I. — Si le point [x^y^z) est située non plus sur la sur- 
face LMN représentée par l'équation (3), mais à une très petite distance de 
cette surfaccy S cessera de s'évanouir; et, si l'on nomme p la distance dont 
il s'agit, on aura sensiblement 

(8) p=^k\ 

la valeur de A étant tirée de la formule (2). 
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Théorème II. — Si, le point {x^y^z) étant situé sur la sur/ace LMN ^ 
le plan tangent mené à cette sur/ace ne la traverse pas, l'aire de la section 
faite dans la sur/ace par un plan parallèle mené à la distance p du premier 
sera sensiblement proportionnelle à cette distance quand celle-ci deviendra 
très petite. Alors, en effet, cette même aire sera sensiblement égale au pro- 
duit 

6 désignant Vaire de VelUpse dont les coordonnées courantes 

X, y, z 
vérifieront le système des deux équations 

[ x*Dî« 4-y«D*^ H- z« D|8 -h ayzDyD-S -h azxD-D^rS 4- a xy D^D^rS =db a^, 

(9) 

I X D;rS -h y DyS -h z D-S = o. 

On peut observer que Tellipse dont il s*agit ici est précisément celle 
qui a été nommée indicatrice par M. Charles Dupin» et que, des équa- 
tions (9), la première représente la surface d*un ellipsoïde, la seconde 
un plan diamétral de ce même ellipsoïde. 

Observons encore que la valeur de 6, telle qu'elle se trouve définie 
dans le théorème précédent, se réduit à une fonction de x, j, s qui 
est complètement déterminée quand la fonction ^[x^ y^z) est connue. 
On pourra donc calculer la fonction de x^ y^ z représentée par 6, non 
seulement pour un point situé sur la surface LMN, mais encore pour 
un point situé hors de cette surface. 

Théorème III. — Si le point [x , y ^ z) est situé hors de la surf ace IM^ , 
mais à une très petite distance p de cette surface, et de manière à pouvoir 
devenir le sommet d'un cône à base finie circonscrit à la surface LMN, la 
courbe de contact de cette surface et de la surface conique sera générale- 
ment très peu différente d'une ellipse, et l'aire de cette ellipse sera sensible- 
ment égale au produit 

8p. 

Théorème IV. — Si l'on promène sur la surface LMN le centre d'une 
sphère dont le rayon soit s, l'espace traversé par cette sphère sera limité 
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par deux enveloppes^ l'une intérieure, Vautre extérieure, et la normale 
menée par un point quelconque à la surface LMN sera en même temps nor- 
male aux deux enveloppes, quelle traversera en deux points dont la dis- 
tance sera le diamètre 25 de ta sphère génératrice. L'espace dont il s'agit 
sera donc une espèce ^'onde qui offrira partout la même épaisseur. Ajou- 
tons que, pour obtenir l'enveloppe extérieure ou intérieure de cette onde, il 
suffira de promener dans l'espace le plan représenté, non plus par l'équa- 
tion (7), mais par la suivante 

(10) Mjr -h i'^ 4-ir5 = ^dt*, 

c est-à-dire, d'éliminer les angles p^ q entre cette équation et ses deux dé- 
rivées relatives à ces angles. L'équation (10) elle-même sera celle d'un plan 
langent à l'enveloppe extérieure ou intérieure de l'onde, et séparé, par la 
distance s, du plan parallèle et tangent à la surface LMN. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes II! 
et IV y et la distance s étant très petite, ainsi que p, si le point [x^y^z) 
devient le sommet d'un cône à base finie, circonscrit, non plus à la sur- 
face LMN, mais à V enveloppe extérieure de l'onde, dont l'épaisseur est 515, 
raire de contact de cette enveloppe et de la surface conique se réduira 
sensiblement à une ellipse, et l'aire de cette ellipse sera sensiblement égale 
au produit 

e(p-5), 

p désignant toujours la distance du point {x^y^ z) à la surface LMN. 

§ IL — Théorèmes de Calcul intégral. 

Considérons l'intégrale définie 



(I) J f{jr,t)dx, 



dans laquelle 

désignent deux valeurs réelles de la variable x^ et f(a:, /) une foDction 
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réelle des deux variables a?, i liées entre elles par une certaine équation 
caractéristique 

(2) ¥{x,t) = o. 

Soient dViUeurs 

les valeurs particulières de la variable t correspondantes aux valeurs 
particulières 

de la variable x; et supposons, pour fixer les idées, que dans Tinté- 
grale (i) la seconde limite surpasse la première, en sorte qu'on ait 

x>Ç. 

Si, tandis que x varie et croit en passant de la limite ^ k la limite x, la 
variable / est toujours croissante ou toujours décroissante, chacune des 
dérivées 

sera toujours positive dans le premier cas, toujours négative dans le 
second, entre les limites des intégrations, et l'on aura 

(3) f f(x,t)dx= Ç t{Xyt)Dtxdl, 

ou, ce qui revient au même. 



(4) 



'f(^,0 






Or on conclut de cette dernière formule : i"* lorsqu'on a />t, et, 
par suite, Djp/>o, 

a" lorsqu'on a < ■< t, et, par suite, D,/ < o, 

r f(.r, dx = r Sj--^ dt. 
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Si Ion nomme a la plus petite et b la plus grande des deux valeurs 
extrêmes t, t de la nouvelle variable t, on aura dans les deux cas 



Jp Jn i/(D.n* 



On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème L — Soient x^ i deux vcuiables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, f(ar, /) une /onction réelle de ces 
mêmes variables^ et 

deux valeurs particulières de x^ dont la seconde surpasse la première, en 

sorte qu'on ait 

x>$. 

Supposons d'ailleurs que la variable /, considérée comme fonction de j:, 
soit toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que ion fait 
croître x entre les limites 

Enfin nommons a la plus petite et b la plus grande des valeurs extrêmes 
de la variable /, correspondantes aux valeurs extrêmes ^ et \ de la va- 
riable x^ de sorte qu'on ait encore 

b>a. 
On troussera 

(5) rt(x,t)dx=f ^^i^dt. 

A Ja V/(D,0* 

Corollaire. — Si la fonction f(j?, /) était du nombre de celles que 
Ton rencontre souvent dans les questions de Physique mathématique, 
et s'évanouissait toujours, pour des valeurs de t situées hors de cer- 
taines limites 

alors, en vertu de Téquation (5), on aurait premièrement 



(6) 



/ t{x,t)dx=:o, 
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si a et 6 étaient situés hors des limites a, b\ secondement 

si a seul était compris entre les limites a, &; troisièmement 

si 6 seul était compris entre les limites a, b\ enfin, quatrièmement, 

si a, 6 étaient tous deux compris entre les limites a et b. 

Jusqu'ici nous avons supposé que la variable /, considérée comme 
fonction de or, en vertu de Téquation caractéristique, était toujours 
croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x croissait 
en passant de la limite ià la limite j?. Considérons maintenant le cas 
où cette condition ne serait pas remplie, et où, en passant de la limite ^ 
à la limite x, la variable x acquerrait successivement diverses valeurs 

>• >. y V 

SI» 4t> ç»> • • •» Ç/» 

correspondantes à des valeurs maxima ou minima 

'^1» "fj» "^Sf • • • I *"« 

de la variable t. Alors chacune des fonctions dérivées 

conserverait le même signe, tandis que a? varierait entre deux limites 
représentées par deux termes consécutifs de la suite 

>• ^ )" ;>• V 

^» Çi> s8> ^*» •••» 4«> X5 

et, après avoir décomposé l'intégrale (i) en plusieurs parties à l'aide 
de la formule 

f(x,t)dx=z f f{x,t)dx-i' f f(jr, /)ûtrH-...-+- / ({x,l)du\ 
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on pourrait appliquer à chacune de ces parties le théorème I. On se 
trouvera ainsi conduit à cet autre théorème. 

Théorème II. — Soient x^ t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, {{x^ t) une fonction réelle de ces 
mêmes variables, et 

deux valeurs particulières de x dont la seconde surpasse la première, en 
sorte qu'on ait 

Soient d'ailleurs, entre les limites $ e/ x, 

SI» Çt> • • • f s» 

les valeurs successis^es de x pour lesquelles /, considérée comme fonction 
de X, devient un maximum ou un minimum ; enfin soient 



ru T„ 



f *» 



les valeurs correspondantes de y^ propres à représenter des maxima ou 
minima de lu variable /. Si Von nomme 

a, b 
deux termes consécutifs de la suite 

(il) 7, T|, Ti, ..., T^, /, 

a étant le plus petit de ces deux termes, et b le plus grand, on aura 

(,2) r{(,a>,t)dt=s c'^j^dt, 

le signe D indiquant une somme d'intégrales correspondantes aux divers 
systèmes de valeurs de a et de b. 

Corollaire I. — Supposons, par exemple, que, n étant égal à 2, la 
variable /, considérée comme fonction de x^ devienne un maximum 
pour 07 = Ç,, et un minimum poura? = ^2; alors la formule (12) donnera 
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Corollaire II. — Si la fonction î[x^t) était du nombre de celles 
que Ton rencontre souvent dans les questions de Physique mathéma- 
tique, et s'évanouissait hors de certaines limites 

/ :^- a, / — 6 > a, 

alors, dans le second membre de la formule ( i a ), chaque intégrale de la 
forme 



f(x,0^, 



pourrait être remplacée par zéro, lorsque a, 6 seraient situés hors des 
limites a, b; par une intégrale de la forme 



Y^^)-M ou rsi-L^ 



si oc seul ou 6 seul était renfermé entre les limites a, b\ enfin par Tin- 



tésrale 



H^. i) 



7 J{1\ iM 



si a et € étaient renfermés tous deux entre ces limites. 

Corollaire III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème II, si le facteur ï[x,t) s'évanouit pour une valeur quelconque 
de /, renfermée entre la plus petite et la plus grande des quantités 

ou aura 



£''-'' 



fi3) 1 {(x,t)djczzLO. 

Corollaire IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème II, si la fonction f(^, /) s'évanouit hors des limites 

* 

t r_^ a, i = 6 > a, 

et si ces limites sont renfermées entre deux termes consécutifs quel- 

Œuvres de C. — S. I, 1. VI. 38 
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conques de la suite 

on aura 

Il est important d'observer que, dans les diverses intégrales définies 
dont la somme composera le second membre de Téquation précédente, 
la fonction sous le signe / prendra généralement diverses formes, eu 
égard aux diverses valeurs de la variable x^ considérée comme fonction 
de la variable /. 



DEUXIÈME PARTIE. — DÉTERMINATION DE LA PONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANTE 

A UNE CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 

§ I*"". — Considérations générales. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu- 
laires J7, r, z et le temps t. Soit d'ailleurs 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, du 
degré n et dans laquelle le coefficient de /" se réduise à l'unité. Enfin, 
soient 

la distance du point (x,j, 2)à l'origine des coordonnées, et gj une 
fonction principale assujettie : i^ à vérifier, quel que soit/, l'équation 
caractéristique homogène 

(I) F(Dx,D,.,D„D,)w:^o; 

2® à vérifier, pour / = o, les conditions 

{i) Bjur.o, D/GJ = o, ..., D?"*iii:=^o, D*~*cj = n(r). 

On pourra d'ailleurs supposer que II (r) représente une fonction paire 
de r, en sorte que l'on ait 

(3) n(-r)rzn(r); 
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et alors on trouvera, comme nous l'avons montré dans une précédente 



séance, 

.SIC /%n 



(4) BJ=-y — / / I —■-. ,. 'sinpdqdp, 



les valeurs de w, i', iv, ç étant 

(5) wnircos/?, r = sin/?C0S7, u=: sin/jsinr/, 

(6) çz=z ujT -h vy-^i\'z. 

D'autre part, comme on a généralement 

il en résulte qu'à la formule (4) on pourra encore substituer la sui- 
vante 

Supposons maintenant que ¥{x,y,z,t) soit, comme il arrive ordi- 
nairement dans les problèmes de Mécanique, une fonction paire de /, 
c'est-à-dire une fonction entière de t^. On aura 

F (il, c, «r, — 0)) =1 F(«, c, ir, w). 

Par conséquent, la formule (7) donnera 
Alors aussi l'équation 

(9) F(i/, r, «', w) = o, 

résolue par rapport à w, fournira des racines égales deux à deux au signe 
près, mais affectées de signes contraires; et, en supposant toutes ces 
racines réelles, on reconnaîtra aisément que, dans le second membre 
de la formule (8), la partie correspondante aux racines positives de 
Téquation (9) ne diffère pas de la partie correspondante aux racines 



' •'. 






V 



.1 
l 
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négatives. On pourra donc supposer le signe ^T relatif aux seules racines 
positives, pourvu que Ton double le résultat ainsi obtenu. Donc, si l'on 
pose, pour abréger, 

(lO) ^(", *'> *»•> W) — l)tt)F(M, i', H', w) 

et 

(il) Ç (,)t=lSy 

la formule (8) donnera 

le signe \ indiquant une somme de termes semblables et correspon- 
dants aux diverses racines positives de Téquation (9). Donc si, en 
prenant pour (jj Tune de ces racines, on nomme Q la fonction de l'angle y 
déterminée par Téquation 

on aura simplement 



(i3) Q—— / À/ - — .sxnpdp. 



2 



Lorsque dans la formule (i 1) on substitue la valeur de ç tirée de l'é- 
quation (()), on obtient la suivante 

(l5) MvT 4- i'J -h iVS n^ Cl)/ -î- 5, 

qui représente, quand on y considère j?, y, z comme variables, un plan 
perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les 
angles polaires p, q. Si, en attribuant au paramètre 5 une valeur con- 
stante, on attribue successivement aux angles /?, q des valeurs diverses, 
le plan dont il s'agit prendra successivement diverses positions dans 
l'espace, de manière à toucher constamment une certaine surface LMN. 
Pour obtenir l'équation de cette même «urface, que nous représente- 
rons par 

(16) i(x,y,z,t,s) — o, 
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il suffira d'éliminer s entre l'équation (i5) et ses dérivées relatives aux 
angles/?, q^ dont u.ç^w^ (3} sont des fonctions en vertu des formules (/)) 
et (9). Donc, en considérant 5 comme une fonction dep, 9, déterminée 
parla formule (i5), il suffira d'éliminer/?, g entre cette formulent los 
deux suivantes : 

(17) D;,.ç = o, D^* = o. 

Si, s étant réduit à zéro, l'on écrit pour abréger ê[oc,y^ s, /) au lieu de 

.f(ic, j, 5,/, o), l'équation (16), réduite à la forme 

(18) ^(^,/, 5, 0=^0, 

sera celle de la surface que nous avons appelée surface des ondes, l't 
qui est constamment touchée par le plan dont l'équation est 

D'ailleurs si, dans la formule (16), on attribue successivement à s deux 
valeurs égales au signe près, mais affectées de signes contraires, par 
exemple, ^ = — e, et 5= £, les deux équations ainsi obtenues, savoir, 

« 

(îo) ^(^,7, 5, /, — £) — o, ^{Jr,y, 5, t, t) — o, 

représenteront les deux enveloppes intérieure et extérieure d'une onde 
qui offrirait l'épaisseur constante 2£, et qui serait engendrée par une 
sphère d'un rayon égal à e, le centre de la sphère étant assujetti à par- 
courir la surface des ondes représentée par la formule (18). Observons 
encore : i® que les équations (17) réunies représenteront une droite 
normale à la surface des ondes ainsi qu'aux enveloppes extérieure et 
intérieure de l'onde dont nous venons de parler; 2® que la première 
des équations (17), réunie à l'équation {i5), représentera une droite 
tangente à la surface LMN et parallèle au plan des^s ; 3® que la seconde 
des équations (17), réunie à l'équation (i5), représentera une droiU» 
tangente à la surface LMN et en même temps comprise dans le plan 
normal perpendiculaire au plan des jz. 

A l'aide des remarques que nous venons de faire, et des théorèmes 
établis dans la première Partie de ce Mémoire, on parviendra aisément 
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à la valeur de l'intégrale double 

comprise dans le second membre de la formule (12), par conséquent à 

la valeur de la fonction principale tzr, et aux lois des mouvements repré- 

s(MUés par une équation caractéristique homogène, si la valeur initiale 

de D"'*Gj s'évanouit au dehors de la sphère qui a pour centre l'origine 

et pour rayon une longueur infiniment petite e; c'est-à-dire, en d'autres 

termes, si la fonction paire de 5 représentée par II (^) s'évanouit hors 

dos limites 

s=. — £, szzie. 

Ainsi, par exemple, en considérant e comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, et supposant d'abord le point (^p, j, -) situé, 
au bout du temps /, hors de l'onde comprise entre les surfaces repré- 
sentées par les équations (20), on reconnaîtra que la valeur de Q, dé- 
terminée par la formule (i3), se réduit généralement à une quantité 
infiniment potite du troisième ordre. On devra seulement excepter le 
ras où l'angle q acquerra une valeur telle que la première des équa- 
tions ( 1 7) soit sensiblement vérifiée, c'est-à-dire, une valeur telle qu'une 
tangente menée à la surface des ondes, parallèlement au plan des j, z, 
et par le poijit {x,y^ s), vienne toucher cette surface en un point où la 
direction de la normale corresponde sensiblement à cette même valeur 
de q. On en conclura que, dans l'hypothèse admise, et quand le point 
fx.y, 5) sera situé hors de l'onde infiniment mince, comprise entre 
les surfaces représentées par l'équation (20), l'intégrale 



f Qdq. 

a 



et par suite la partie de la fonction principale ta correspondante à cette 
intégrale, ou, ce qui revient au même, à l'intégrale (21), se réduiront 
simplement à zéro, ou du moins à des quantités infiniment petites du 
troisième ordre. D'ailleurs il est aisé de s'assurer qu'il n'en sera plus 
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ainsi quand le point (a?, j, z) sera compris entre les surfaces représen- 
tées par les équations (20), et qu'alors l'intégrale (21) deviendra seu- 
lement, avec le carré de s, une quantité infiniment petite du deuxième 
ordre. On se trouvera donc ramené par les considérations précédentes 
aux conclusions énoncées dans le préambule du présent Mémoire. 

Au reste, ces considérations seront développées dans les paragraphes 
suivants, qui renfermeront en outre la détermination de l'intégrale (21), 
et par suite la détermination de la fonction principale tar, non seule- 
ment dans le cas où la valeur initiale de D^"*t5ï ne diffère de zéro que 
pour les points situés dans l'intérieur d'une sphère infiniment petite, 
mais encore dans le cas général où cette condition n'est pas remplie, 
et où la valeur initiale de DJ'"*ct se trouve représentée, entre certaines 
limites finies, par une fonction connue ts{x,y,z) des trois coordon- 
nées X, y^ z. 



143. 

Calcul intégral. — Sur la réduction nomelle de la fonction principale qui 
vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu'entraîne cette réduction. 

C. R., T. XIII, p. 455, 3o août 1841. 

DEUXIÈME PARTIE. — DÉTERMINATION DE LA PONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANT!: 

A UNE ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 

§ II. — Sections infiniment petites faites dans la surface des ondes 
et dans la surface caractéristique par les plans correspondants. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § V\ considérons, au 
bout du temps /, deux points correspondants 

C, D 

situés, le premier, sur la surface caractéristique, le second, sur la sur- 
face des ondes; et soient 

X, y, z 
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les coordonnées rectangulaires du premier point. 



celles du second. Non seulement ces coordonnées vérifieront respecti- 
vement les équations des deux surfaces, savoir 

(I) F(x, y, z,0=o, 

mais, de plus, si Ton pose, pour abréger, 

S -^ F(x, y, z, 0, S = ^(jr, V, z, /), 

on aura encore (roir la page 267) 

( 3 ) X j* 4- yj -h z- -h /- = o 

et . 

i\\ -^ - '^' - ^ 

^^^ D;S ~ D,S~D,S' 

/r:x X y_ _ Z 

Si d'ailleurs, comme il arrive ordinairement dans les problèmes de 
Mécanique, F(a:, y, 5, /) est une fonction entière de /*, on aura 

F(x,y, z, ---F(x,y, z, — n "F(— X, —y, — z, /)- F(— x, —y, — z, -/), 

et, par suite, 

-'^(•^,7» -» =^ ^(«2^,7» -» - = ^(— -r, — r, — 5, — ''^(— -^^ — .r. — -»-')• 

Donc alors toute droite menée par Torigine des coordonnées sera un 
diamètre de la surface caractéristique et de la surface des ondes, et 
ces deux surfaces auront pour centre commun l'origine elle-même. 
Soient maintenant 

(6) r=: v'x'-hy'-i-z*, r — \''jc*-hr''^z^ 

les deux rayons vecteurs OC, OD menés de l'origine aux points corres- 
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pondants C, D ; et S l'angle compris entre les rayons vecteurs. On 
aura 

(7) XX -\-yy -hzz — rrcoso, 

et de Téquation (2), réduite à 

(8) r/-cosô=— /*, 

on conclura que S est un angle obtus. Mais, si le point D, situé sur la 
surface des ondes à l'extrémité d'un certain diamètre, est transporté à 
l'autre extrémité de ce même diamètre, les coordonnées 

changeront de signes, c'est-à-dire que l'on devra remplacer 

^, r, z par — jt, — r, — z. 

Or, après ce changement de signe, qui n'altérera point les formules (2), 
(4), (5), la formule (3) se trouvera remplacée par la suivante 

(9) \jr -\-yr -\-zz — e^; 

et alors, comme on se trouvera conduit, non plus à l'équation (7), 
mais à celle-ci 

(10) rrcosâi=^*, 

les points correspondants C, D de la surface caractéristique et de la 
surface des ondes seront évidemment situés de manière que l'angle 8, 
compris entre les rayons vecteurs OC, OD, se réduise a un angle aigu. 
Nommons à présent />, q les angles polaires qui déterminent la direc- 
tion de la normale menée par le point D à la surface des ondes, cette 
normale étant prolongée dans un sens tel qu'elle forme avec le prolon- 
jçement du rayon vecteur r un angle aigu; et faisons 

(11) M =1 cos/?, r ^z: sin/7C0S7, tr =z sin/^sin^. 
Le cosinus de l'angle aigu dont il s'agit sera 

('^) ;: ' 

Œuvres de C. — S. I, t. VL 89 
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et, par suite, le trinôme 

«uF -h r V -H «'^ 

sera une quantité positive. Si d'ailleurs on pose, pour abréger, 

(i3) R^:[(D,S)«-+-{D,S)«H-(D.Sr]i 

(i4) .^V-.= [(D,>J)'^-(D^)^)«+(D,8)«]S 

on aura 

// r il* I 



^^'^^ Dx'S ~ hyS ~ D^'S "~"^ cil' 



et, de la formule (i:>) combinée avec l'équation (5), on tirera 



U V iV 


I 




— H -, 


X y z 


r 



On devra même, dans la dernière formule, réduire le double signe au 
signe -H, attendu que, les (rois rapports 



li I* iV 

_ , -, — 

\ y z 



étant égaux, chacun d'eux sera encore égal à la fraction 

\jr -\-\y "hzz ~' rrcoso 

dont les deux termes seront positifs. On aura donc 

X " y ~" z """ rrcos«5 ~ r' 

et, par suite, 

(17) = =:C0S0. 

Le premier membre de la formule (17) étant précisément l'expres- 
sion (12), il en résulte que l'angle aigu S, compris entre les rayons vec- 
teurs correspondants r, r, est en même temps l'angle aigu compris 
entre le rayon vecteur r, ou OD, et la normale menée par le point D à 
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la surface des ondes. Au reste, cette conclusion pouvait être facilement 
prévue, puisqu*en vertu d'un théorème énoncé dans un précédent Mé- 
moire (tWrle théorème III de la page 265), le plan tangent au point D 
à la surface des ondes sera perpendiculaire au rayon vecteur r. 
On tire de la formule (iG) 

(i8) X — «r, yi=ii'r, z=iivi\ 

Si Ton substitue ces valeurs de x, y, z dans l'équation caractéris- 
tique 

F(x,y,z, /)z=o, 

elle donnera 

F(«r, l'r, irr, i) — o, 

ou, ce qui revient au même, 
et, par suite, 



t 



r 

OU 

(.9) r=i, 

(o désignant une racine positive de l'équation 

(20) F(«, r, if, co) = o. 

Or, en vertu des formules (i8), (19), l'équation (9) deviendra 

(21) ux -h \\v -^ iyzz=z(t)l. 

Cette dernière, lorsqu'on y considère x,y, z comme variables, repré- 
sente évidemment un plan qui, passant par le point D, coupe à angles 
droits la normale menée par ce point à la surface des ondes. Ce plan 
est donc précisément le plan tangent à la surface des ondes. Donc les 
coordonnées x^ j, s du point D vérifieront, non seulement l'équa- 
tion (21), mais encore ses dérivées relatives aux angles /?, q; ou, ce 
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qui revient au même, eu égard à la condition 

( 22 ) //* -f- i'* 4- »^' = I 

i\ laquelle sont assujettis u, i^, iv, elles vérifieront la formule 

jc — /D„(k) V — /D»;fj) z — tl)^(»} 



(23) 



a V w 



'IV 



OÙ l'on considère w comme une fonction de m, v', iv déterminée par 
l'équation (20). D'ailleurs, comme, en vertu de l'équation (20), w sera 
une fonction de w, ^, iv, homogène et du premier degré, on aura 

^/Di/oj -h ('D»,6) -h iyDt^,(Mi == 0), 
et, par suite, on tirera des formules (21), (22), (23) 

.r — /D„fi) y — /Dt,M ^ — /Dm^ci) 



W i' iV 



— o, 



(24) TT— ~,T— = ÎT— ='=^ 



D„a) D.o) D^c) |-(i)^^,^)t+(n,o))«-+-(D.,o))«r' 

puis, de celle-ci, combinée avec la formule (17), 

(2D) COSO= 



[(D„o,)* + (D,o3)« + (D,,a))«]« 



Telle sera l'équation à l'aide de laquelle on pourra déterminer cos55 
en fonction de m, Vj ip, ou, ce qui revient au même, en fonction des 
angles p, q. 

Passons maintenant du point D, ou (or, v, s), situé sur la surface des 
ondes, au point C, ou (x, y, z), situé sur la surface caractéristique ; et 
nommons 

u, V, w 

ce que deviennent dans ce passage les trois quantités w, ^% w. Il est 
clair qu'à la place des formules (i5), (16), (17) et (18) on obtiendra 
les suivantes 

^^^ D,S ""b.S " D.S K' 
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et 

(27) 



u V w _ u X H- vy -f- wz I 

X y '^ z r/'cosâ r 



(28) nrCOSO, 

r 
(29 ) X 1= II /*, y =1 V r, -3 == w /". 

La formule (28) montre que Fangle aigu 0, compris entre les rayons 
vecteurs r, r, est en même temps Tangle aigu compris entre le rayon 
vecteur r ou OC et la normale menée par le point C à la surface carac- 
téristique. Cette conclusion pourrait encore se déduire du théorème III 
de la page 265. 

Concevons \\ présont qu*aux points correspondants 

C et 1) 

on substitue deux autres points correspondants 

(; et H 

situés, le premier sur la surface caractéristique tout près du point C, 
le second sur la surface des ondes tout près du point D. Soient d*ail- 
leurs 

les coordonnées du point G, et 

les coordonnées du point H. Les formules (i), (2), (3), (4) et (5) con- 
tinueront de subsister quand on y remplacera oc, y, z par j:-^, v,, z,, et 
X, y, z par x,, y^, z^, c'est-à-dire, en d'autres termes, quand on attri- 
buera aux variables 

les accroissements très petits 

^y — ^f fi — V, -/ - -, X, — X, y, — y, z, — z. 
Or, si l'on développe, suivant les puissances ascendantes de ces accrois- 
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semcnts, les variations que subiront les quantités 

S, D»S, DyS, D.S, 

et si, dans les développements obtenus, on néglige les infiniment petits 
d'un ordre supérieur au second, alors on tirera de Téquation (i) 

j (x,_x)D,S^(y,~y)D,S4-(z,-z)D.S 
^^^) ) 4-i[(x,-x)«D«S4-(y,-y)«DJS-f-... + 2(y,-y)(z,^z)D,D.S-r...] = o. 

et la formule (4)» que l'on peut écrire comme il suit 

D.SDyS _ D,S_ . R 



(3i) 



— I 



jc V z r 



entraînera cette autre formule 

(a;-a7)!î^-(x-x)D«S-(y,^y)D,DyS-(z-z)D.D.S 

(32) { (7.--J)^~(V-x)D.D,S-(y,-y)D;S-(z-z)D,D.S 

(^,---)^~(X"X)D.D.S-(y,-y)D,D.S-(z-z)D;S 



Enfin Ton tirera de la formule (9) 

(33) \x, -h y/7; -hz^z,z= xa- -h yj -+-Z5. 

Soit maintenant s la distance du point H au plan tangent mené parle 
point D à la surface'des ondes, ou, ce qui revient au même, la projec- 
tion de la distance DH sur la normale menée par le point D à cette 
surface; on aura 

(34) s = u{x — X,) -h i^iy — y,) -\- iv{z — z^). 

Pareillement, si l'on nomme s la distance du point G au plan tangent 
mené par le point C à la surface caractéristique, on aura 

(35) s = u(x — X,) -+- v(y~y,)-hw(z — zj; 
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et (les formules (3/|), (35) on tirera, eu éjçard aux équations (i8) 
et (29), 

(36) rs — rs:=r-\,x -h y, y -i-2,z — \jr^ — yy^—zz,. 

Cela posé, imaginons que Ton ajoute d'une part les numérateurs, 
d'autre part les dénominateurs des trois fractions comprises dans la 
formule (3a), après les avoir respectivement multipliés par les facteurs 

alors, eu égard aux équations (3o), (3i), (33) et (36), on obtiendra 
pour résultat la fraction 

.3,x -+- Ts^r s R^ 

qui devra être égale à chacune des trois autres, et par conséquent très 
petite en même temps que les différences 

^i '^1 }'t y y ^1 ^y x^ X, y^ y, z^ z. 

Donc, la valeur de R étant généralement différente de zéro, le rapport 

vs — rs 



(38) 



•^•/(\— X) 4- r,(y, — y) -h ^,(z,— z) 



devra lui-même être petit. Mais, eu égard aux formules (33), (18) et 
(3i), on aura 

.V, {\, - X) -+- y, {y, - y ) H- z^ (z, — z) 

— X (j: — or,) -h y {y —y) -+- z(s — z,). 

— [w(x— .r^)4-r(j — 7,)-hir(4: — wj]r.-r.v. 

Donc le rapport (38) se réduira simplement a 

/■ s 

I ; 

s V 

et, pour que ce rapport soit très petit, il faudra que Ton ait sensi- 
blement 

(39) " - = -. 
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ou, ce qui revient au même, 

r 

Eli vertu de cette dernière équation, la distance s du point G au plan 
tangent, mené par le point G à la surface caractéristique, dépend uni- 

quementdu rapport - et de la distance s du point H au plan tangent 

mené par le point D à la surface des ondes. Donc, si le point H, très 
rapproché du point D, varie sur la surface des ondes en restant toujours 
à la même distance du plan qui la touche en D, le point correspondant G 
variera sur la surface caractéristique de manière à rester toujours à la 
même distance du plan tangent qui la touche en G. Donc, si Ton 
nomme H, H', H", ... les diverses positions que prendra successivement 
le point D sur la surface des ondes, et G, G', G", ... les positions cor- 
respondantes du point G sur la surface caractéristique, les deux courbes 

HH'H\.. et GG'G^.., 

tracées sur les deux surfaces, seront les contours de deux sections 
planes et très petites, faites dans les deux surfaces par des plans cor- 
respondants qui seront parallèles aux deux plans tangents menés par 
les points D et C. 

Comme nous l'avons remarqué dans les préliminaires, si, après avoir 
mené à une surface courbe, en un point donné, un plan tangent qui ne 
la traverse pas, on coupe cette surface par un second plan parallèle 
au premier, et séparé de celui-ci par une très petite distance 5, Taire de 
la section ainsi obtenue sera sensiblement proportionnelle à s. On peut 
même observer qu'elle sera sensiblement égale au produit de s par la 
circonférence d'un cercle qui aurait pour rayon la moyenne géomé- 
trique entre les rayons de plus grande et de moindre courbure de la 
surface au point donné. Cette moyenne géométrique est ce que nous 
appellerons le rayon de moyenne courbure. Supposons en particulier 
que l'on détermine les rayons de moyenne courbure pour le point D de 
la surface des ondes, et pour le point con*espondant C de la surface 
caractéristique. Si, le temps avenant a varier, le point D se meut sur 
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une certaine droite OD menée par l'origine 0, le point C se mouvra 
lui-même sur une droite correspondante OC; et, non seulement les 
coordonnées 

•^» y 9 ^î ^) y> z 

des points D et C varieront proportionnellement à /, mais on pourra 
encore en dire autant des ravons de movenne courbure des deux sur- 
faces en ces deux points, attendu que les deux surfaces, représentées 
par les équations homogènes (i) ®^ ('•^)» resteront toujours, comme on 
sait, semblables à elles-mêmes. D'alleurs, les ravons vecteurs 

r, r, 

mesurés constamment dans les mêmes directions OD, OC, croîtront 
aussi proportionnellement au temps. Donc les rayons de moyenne 
courbure des deux surfaces aux points D et C croîtront dans le même 
rapport que les rayons vecteurs 

/•» r, 

et pourront être représentés le premier par ir, le second par kr, les 

coeflicients 

A, k 

étant déterminés pour chaque direction du rayon vecteur r, ou r. Il est 
en effet aisé de s'assurer que les coefficients k, k seront seulement 
fonctions des rapports 

jc y s 
— > — > -> 
r r r 

OU, ce qui revient au même, des rapports 

X y z 

-, -, -. 

r r r 

Les trois derniers rapports se réduisant précisément aux trois quantités 
ci-dessus représentées par 

on peut dire encore que les deux coefficients k, k se réduiront toujours 
à des fonctions déterminées de w, r, w . D'ailleurs, les rayons de cour- 

QEwreê de C. — S. I, t. VI. 4© 



3li COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

hure moyenne qui correspondront aux points D et C étant représentés 
parles produits 

kr el kr, 

si par ces points on mène : i** deux plans tangents, l'un à la surface 
des ondes, l'autre a la surface caractéristique; o? des plans sécants, 
|)arallèles aux plans tangents, et séparés de ceux-ci par la très petite 

distance 

s ou s, 

les deux aires des deux sections obtenues 

Hirii'..., GG'tr... 

se trouveront sensiblement représentées parles produits 

{\\) l'nkrsy '^Ttkrs. 

(Concevons maintenant qu'a l'aide de rayons vecteurs menés des 
points H, H', H", ..., ou G, G', G", ... à l'origine des coordonnées, on 
projette les deux aires dont il s'agit : i° sur les surfaces des sphères 
qui ont cette origine pour centre et pour rayons les rayons vecteurs r 
et r; 2" sur la surface de la sphère qui a pour centre l'origine et pour 
rayon l'unité. Puisque les rayons vecteurs ret r, qui aboutissent aux 
points D et C, forment, en ces mêmes points, des angles égaux à 
avec les normales menées à la surface des ondes ou à la surface carac- 
téristique, les projections des aires 

'XTikrs, uTîkrs, 

sur les surfaces sphériques dont les rayons sont r et r, se réduiront 
évidemment aux deux produits 

( '|C? ) '\ 71 krs cos 0, '4 TT krs cos 0. 

Ajoutons qu'il suffira de diviser ces produits par les carrés de r et 
de r, pour obtenir les projections des mêmes aires sur la surface 
sphérique dont le rayon est l'unité. Ces dernières projections seront 
donc 

(^3) iTi/'^cosô, -.«Tik-^cosô; 
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et, eu égard à la formule (39), la seconde pourra être réduite à 

(U) 27rk-cos«5; 

en sorte que, pour Tobtenir, il suffira de remplacer dans la première 

le facteur it par le facteur k. On peut remarquer d'ailleurs que chacun 

des facteurs 

X, k 

« 

représente précisément ce que deviendrait le rayon de moyenne cour- 
hure de la surface des ondes ou de la surface caractéristique, corres- 
pondant au point D ou C, si, les dimensions de ces surfaces venant à 
décroître, le point D ou C se rapprochait de l'origine des coordonnées, 
en restant toujours situé sur la même droite OD ou OC, de manière 
que la distance OD ou OC se trouvât réduite à Tunité. 



144. 

Calcul intégral. — Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristiqtœ homogène. 

C. R., l. XUI, p. 487 (6 septembre i8|i). 

DKrXifeME PARTIE. — DÉTERMINATION DE LA FONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANTE 

A tNB ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 

§ III. — Propagation des ondes dont l'épaisseur est très petite. 

Concevons toujours que, .r, y, :; étant trois coordonnées rectangu- 
laires, la fonction principale ts doive vérifier, quel que soit le temps ^ 
Téquation caractéristique homogène 

(I) F(D,,D„D„D,)isj = o, 

et, pour / = o, les formules 
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dans lesquelles n désigne le degré de la fonction entière F(jr, y, z, l), el 

( 3 ) r — v^x^'ï j* -h 3* 

la distance du point (r, v, z) à Torigine des coordonnées. Si d*ailleurs 
on suppose que, dans la fonction Y{x^y^ s, /), le coefficient de /" se ré- 
duise a l'unité, et si l'on considère, ce qui est permis, 11 (5) comme 
uno fonction paire de s, propre a vérifier la condition 

on trouvera 
et, par suite, 

les valeurs de 

étant déterminées par le système des formules 

(6) ttrzzcosp, i'^ii sin/icos<7, ivizn sin/>sin7, 

(7) F(m, r, II', w)=^o, 

(8) 5=1 w.r -h t»r -4- iV3 -h w/, 

dont la dernière peut être remplacée par les deux suivantes : 

(9) J = ç4-w^ 

(10) Ç m: M»r -h l'^-f- «'5, 

Il est bon d'observer que l'intégrale double, comprise dans le second 
membre de la formule (j), se compose de divers termes relatifs aux 
diverses racines de l'équation (7), el par conséquent aux diverses 
nappes de la surface caractéristique représentée par l'équation 

(II) F(^,/,5,0==o. 

A ces diverses nappes correspondent aussi diverses nappes de la sur- 
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Face des ondes dont Téquation 

est produite par l'élimination de 

entre la formule (7) et les suivantes : 

(i3) ux-hVf-^i^s-h(Mit=^o, 

D'ailleurs Téquation (i3) est celle d'un plan qui touche la surface des 
ondes en un point où la direction de la normale est déterminée parles 
angles polaires /?, q. 

Lorsque l'équation (7), comme nous le supposerons ici, a toutes ses 
racines réelles, il est facile de voir ce que représente l'intégrale double 
comprise dans le second membre de la formule (5). En effet, conce- 
vons que l'origine des coordonnées devienne le centre d'une sphère 
dont le rayon soit l'unité. Les angles /?, q étant censés représenter des 
coordonnées polaires liées à a?, y, z par les formules connues 

à chaque point I de la surface de la sphère correspondront des valeurs 
déterminées de/7, q; et le produit 

s'inpdp df/ 

pourra être censé représenter un élément infiniment petit de la sur* 
face sphérique, dans lequel le point I soit renfermé. Nommons cet 
élément, et 6 la partie du résidu intégral 



C. (F(m, r, IV, w))a, 

qui correspond, non seulement aux coordonnées polaires /7,^ du point 1, 
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in«iis encore à une racine déterminée de Téquation (7). On aura 



.ÎK ,.Tt 






la valeur de 6 étant généralement 



w"-* 



et, par suite, 

(15) Dr»©^7^2e!5, 

la sommation que le signe ^ indique s^étendant, non seulement aux 
diverses valeurs de 0, mais encore aux diverses valeurs positives ou né- 
fçatives de o> considéré comme racine de Téquation (7), c'est-à-dire aux 
diverses nappes de la surface des ondes, et la valeur de 5 étant toujoure 
donnée par la formule (8). D'ailleurs, la valeur de D""^^tzr, déterminée, 
soit par la formule (5), soit par la formule (i5), variera ainsi que s^ 
non seulement avec le temps t, mais aussi avec la position du point A 
dont les coordonnées rectangulaires sont représentées par.r, j, z. 
Parmi les divers éléments 

9y 9' y f y . . . 

de la surface sphérique, il importe de rechercher ceux qui répondent 
à une même valeur de s. Or, lorsque, dans Téquation (8), on considère s 
comme constante, et x^ j, z comme variables, cette équation repré- 
sente un plan perpendiculaire au rayon vecteur 01 dont la direction 
est déterminée par les angles polaires /?, q. Si ces angles viennent à 
varier, la valeur de s demeurant constante, ce plan changera de posi- 
tion dans l'espace, de manière à toucher constamment une certaine 
surface LMN. Soit 

(i()) i(^x,y,z,tyS) — o 

l'équation de cette surface. Si l'on pose 5 = 0, la formule (iG) se 
réduira simplement à l'équation (12) qui représente la surface des 
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ondes, et les deux surfaces représentées par les deux équations 

(17) '^"(^*% J, -• ^ — î) =0, '^(.r, r, 5, /, s) — o 

seront précisément les enveloppes intérieure et extérieure de l'espace 
traversé par une sphère mobile dont le rayon serait représenté par la 
valeur numérique de 5, et dont le centre se promènerait sur la surfiice 
des ondes. Ajoutons que Téquation (8), quand on y considérera a\ y, 
z comme variables, sera précisément celle d'un plan perpendiculaire 
au rayon vecteur 01 et tangent à la surface LMN représentée par l'équa- 
tion (16). Soit T le point de contact de cette surface et du plan dont il 
s'agit. La parallèle menée par le point T au rayon 01 sera normale, 
non seulement à la surface LMN, mais aussi à la surface des ondes 
qu'elle rencontrera en un certain point D; et la distance TD sera pré- 
cisément la valeur numérique de s. Cela posé, pour obtenir, au bout 
du temps t, les diverses positions du point T correspondantes à des 

valeurs données de 

.r, V, z et -s 

il faudra évidemment circonscrire à la surface LMN un cône qui ait 
pour sommet le point donné A dont les coordonnées sont .r, j, z. Le 
point T pourra être Tun quelconque de ceux qui appartiendront à la 
courbe de contact 

TT'r... 

de la surface LMN avec la surface conique circonscrite. Si d'ailleurs on 
mène : i** par les divers points 

T, T\ r, .. 

des normales à la surface LMN; 2** par l'origine des coordonnées, des 

ravons vecteurs 

01, or, or, ... 

parallèles à ces normales, les points 

I r r 

situés sur ces rayons vecteurs h l'unité de distance de l'orisfine, indi- 
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queront, sur la surface sphérique qui a pour rayon l'unité, les élé- 
ments 

^, 0', 0% ... 

correspondants à la. valeur donnée de s. 

Lorsque la fonction T{x,j,z,t), comme il arrive d'ordinaire dans 
les problèmes de Mécanique, et comme nous le supposerons dans ce 
qui va suivre, est une fonction paire de /, c'est-à-dire une fonction 
entière de /', l'équation (7), résolue par rapport à w, fournil des 
racines deux à deux égales, au signe près, mais affectées de signes 
contraires. Alors la surface des ondes et la surface caractéristique ont 
pour centre commun l'origine des coordonnées. Alors aussi 6 reprend 
ta même valeur sans changer de signe, quand on remplace 

par 

et en conséquence la somme 21 6G, que renferme la valeur de D"~*cy, 
se compose d'éléments qui, pris deux à deux, sont égaux et affectés du 
même signe. Donc alors on pourra se borner à calculer ceux de ces 
éléments qui correspondront à des valeurs positives du trinôme 

c'est-a-dire à des valeurs de a, r, iv propres à vérifier la condition 

(18) M.r -f- i'j^' -f- u'^ >o, 

sauf a doubler ensuite la somme obtenue; et, si l'on nomme 9 la partie 
de GT relative à une racine déterminée de l'équation (7)» on pourra sup- 
poser 

(19) *= ~1S0, 

pourvu que la sommation indiquée par le signe ^ cesse d'embrasser 
diverses valeurs de co, et s'étende, non plus à tous les éléments 0, 0', 
0", ... de la surface sphéric^ue, mais seulement à ceux qui correspon- 
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dront à des valeurs de p et de q pour lesquelles la condition {i8) se 
trouvera vérifiée. 

Supposons maintenant que la valeur initiale de D^~^c3 soit seulement 
sensible dans l'intérieur d'une sphère très petite dont le rayon soit e, 
le centre de cette sphère étant l'origine des coordonnées. En d'autres 
termes, supposons que la fonction paire de 5, représentée par II (^), 
s'évanouisse hors des limites 

£ désignant un nombre très petit. Alors, dans la somme 

que renferme l'équation (19), on pourra tenir seulement compte de 
ceux des éléments 0, 0', ô'', ... qui répondront à des valeurs de s ren- 
fermées entre les limites très resserrées 

et cette circonstance permettra, en général, de calculer aisément cette 
somme, comme nous allons le faire voir. 

Si dans l'équation (iG) on pose successivement 

on obtiendra les deux équations 

(20) .f (j-, y, z, /,—£) = o, rf (.r, /, 5, /, £) 1:= o, 

qui seront semblables aux formules (17)» et qui représenteront les en- 
veloppes intérieure et extérieure d'une certaine onde dont l'épaisseur 
sera 2e. Cette onde sera précisément celle qu'engendre une surface 
sphérique dont le centre se promène sur la surface des ondes, et dont 
le rayon est l'unité. Cela posé, il est clair que, dans l'hypothèse admise, 
on pourra tenir seulement compte de ceux des éléments pour les- 
quels le point, ci-dessus désigné par la lettre T, se trouvera renfermé 
dans l'épaisseur de l'onde. Pour plus de simplicité, nous commence- 
rons par supposer que le plan tangent, mené à une nappe quelconque 

OEttvres de C\ — S. I, t. VI. 4 ' 
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de la surface des ondes par un point quelconque de cette surface, ne la 
traverse pas. Alors, dans le calcul de la somme 2)66, que renferme 
Téquah'on (19), et qui se rapporte à une happe déterminée de la sur- 
face des ondes, on pourra distinguer trois cas différents, suivant que le 
point A, dont les coordonnées sont représentées par x^y^ z, se trou- 
vera lui-même renfermé dans Tépaisseur de Tonde, ou compris dans 
son enveloppe intérieure, ou situé hors de son enveloppe extérieure. 

Or, si Ton suppose d'abord le point A compris dans l'enveloppe inté- 
rieure de Tonde dont Tépaisseur est 2£, ce point ne pourra devenir le 
sommet d'un cône circonscrit à la surface LMN, pour des valeurs de s 
comprises entre les limites — e, t. Donc alors tous les éléments de la 
somme il 60 s'évanouiront, et Ton pourra en dire autant de la somme 
elle-même. 

Supposons en second lieu que le point A se trouve renfermé dans 
Tépaisseur de Tonde comprise entre les surfaces que représentent les 
formules (20), c'est-à-dire entre les deux enveloppes de Tonde, ou 
même situé hors de l'enveloppe extérieure, mais très rapproché de 
celte enveloppe. Soit d'ailleurs p la distance du point A à la surface des 
ondes représentée par la formule (12). La courbe de contact 

TT r... 

de la surface LMN, représentée par l'équation (16), avec le cône qui, 
ayant pour sommet le point A, sera circonscrit à cette surface, conser- 
vera de très petites dimensions, pour toutes les valeurs de s comprises 
entre les limites — e, e, ...; et cette courbe, qui se réduira simplement 
au point A si Ton prend 

acquerra généralement la plus grande étendue possible quand on po- 
sera 

Désignons maintenant par DC Taire comprise sur la surface LMN dans 

l'intérieur de la courbe 

TT'T'..., 
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et par K Taire mesurée dans l'intérieur de la courbe correspondante 

irr... 

sur la surface de la sphère qui a pour rayon Tunité, en sorte que I, F, 
I", . . . représentent, sur la surface sphérique, les extrémités de rayons 
vecteurs 01, 01', 01", ..., respectivement parallèles aux normales 
menées par les points T, T', T", ... à la surface LMN. En vertu des 
principes établis dans les précédentes séances, on aura sensiblement 

(21) K=:27rk£ — ^cos<5, 

r 

pourvu que, en attribuant aux angles polaires /?, q les valeurs qui déter- 
minent la direction de la normale menée à la surface des ondes par le 
point D où cette surface coupe le rayon vecteur OA, on nomme k le 
rayon de moyenne courbure de la surface caractéristique à Textrémité 
d'un rayon vecteur parallèle à cette normale et réduit à l'unité. Quant 
à la lettre S, elle représentera simplement, dans la formule (21), l'angle 
aigu formé au point D par la normale à la surface des ondes avec le 
rayon vecteur OA, de sorte que, en supposant remplie la condition (18), 
on aura 

(22) coso= 



/• 



D'autre part, si, en supposant la valeur de (P déterminée par lu for- 
mule (19), on nomme P la somme de ceux des éléments de œ qui répon- 
dent à des valeurs des angles p, q propres à représenter les coordon- 
nées polaires de points situés dans l'intérieur de la courbe ITI". . . sur 

la sphère dont le rayon est l'unité, la valeur de P sera évidemment 
déterminée, non plus par la formule (19), mais par la suivante 

D,Pi^ >-eD,K, 

OU, ce qui revient au même, eu égard k la formule (21), 

(23) D,P=^— — ecosi; 

2/* 
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et comme P devra s'évanouir avec K, pour s = p, on tirera de la for- 
mule (23) 

r' k 

P=- —Scosàds. 

Pour déduire de cette dernière équation la valeur de P, il suffira d'y 
poser 5 = — £. On aura donc 

(o4) ij?^ / — s cosS ils; 

puis, en remettant pour 6 sa valeur, et faisant passer hors du signe / 
tous les facteurs distincts de s et de II(^)f c'est-à-dire tous les fecteurs 
qui resteront sensiblement constants entre les limites 5 = — - e, 5 = p, 
on trouvera définitivement 

(-15) a'=: n~i^, -: — cosô / sn(5)<'/.v. 



— 6 



Il est important d'observer que, dans la formule (2*)), la quantité p, 
ou la distance du point A à la surface des ondes, est précisément ce 
que devient la valeur de s donnée par l'équation (8) ou (9), quand on 
prend pour x, y, z les coordonnées du point A. Ajoutons que si l'on 
consi<lere les quantités p et 5 comme infiniment petites du premier 
ordre, la valeur de <Jf, donnée par la formule (25), sera généralement 
du même ordre que le produit de n(^) par l'intégrale 

qui est elle-même une quantité infiniment petite du second ordre. 

Lorsque le point A est situé au bout de temps / sur l'enveloppe 
extérieure de l'onde dont l'épaisseur est 2£, ou en dehors de cetteHMi- 

veloppe, on a 

pu:! 6 ou p>£; 

et, dans l'un ou l'autre cas, l'intégrale que renferme la formule (25; 
se réduit a 

f sl\(s)ds. 



*■ —z 
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c'est-à-dire à zéro, attendu que II (^) est une fonction paire de s. Donc, 
lorsque le point A, étant très voisin de la surface des ondes, reste ex- 
térieur à Tonde dont l'épaisseur est 2£, la quantité ï, ou plutôt sa 
valeur approchée, s'évanouit; c'est-a-dire que * acquiert alors, ou une 
valeur réelle ou une valeur nulle, ou du moins une valeur infiniment 
petite d'un ordre supérieur à celle qu'il acquerrait dans le cas con- 
traire. Au reste, on peut arriver directement à la même conclusion, 
non seulement pour un point 1res voisin de l'enveloppe extérieure de 
l'onde, mais encore pour tout point qui ne se trouve pas compris dans 
l'épaisseur de cette onde, en substituant, dans le second membre de 
la formule (5), s considéré comme variable à la variable /?, et déter- 
minant alors la valeur approchée de $ à l'aide des principes exposés 
dans les divers paragraphes de ce Mémoire. Il y a plus, la conclusion 
dont il s*agit se trouve alors établie, quelle que soit la forme de la 
surface des ondes, et dans le cas même oii les plans tangents, menés 
en certains points à cette surface, la traverseraient. Donc il ne sera 
jamais nécessaire de calculer la valeur de*$ que dans le cas oii le 
point A sera l'un des points appartenant a l'onde dont nous avons parlé. 
Si d'ailleurs le plan tangent à la surface des ondes ne la traverse pas 
dans le voisinage du point A, la valeur de $ sera déterminée par la for- 
mule (25), dans laquelle on pourra successivement attribuer à a> les 
diverses valeurs positives et négatives qui représentent les diverses 
racines de l'équation (7), attendu que le second membre de l'équa- 
tion (25) se réduit de lui-même à zéro toutes les fois que la valeur de <^ 
doit s'évanouir. Donc, en réunissant les diverses valeurs de 9 corres- 
pondantes aux diverses valeurs de eu et doublant la somme obtenue, 
on aura, sous la condition que nous venons d'indiquer, 

(26) Dr'^ = f rû — "^ ^!L^ f\ll{s)ds. 

Pour ne pas trop allonger cet article, nous renverrons a d'autres 
Comptes rendus les conséquences nombreuses et importantes qui se 
déduisent de la formule (2G), et l'examen des modifications que cette 
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formule doit subir quand le plan tangent à la surface des ondes tra- 
verse cette surface dans le voisinage du point A dont les coordonnées 
sont représentées par j:, v, s. 



145. 

Calcul intégral. — Mémoire sur l' intégration des équations homogènes 

en termes finis. 

C. R., t. XIII, p. 564 (i3 septembre i84i)- 

Etant donnée une équation caractéristique homogène et du degré /i, 
dans laquelle les variables principales sont trois coordonnées rectangu- 
laires x^y^ z et le temps /, on peut exprimer en termes finis» sinon la 
fonction principale, au moins sa dérivée de Tordre /i — i, prise par 
rapport au temps, dans le cas particulier ou la valeur initiale de cette 
dérivée dépend d'une fonction linéaire des coordonnées, c'est-à-dire 
de la distance à un point fixe. C'est même cette circonstance qui, en 
réduisant le calcul des phénomènes à la discussion d'une intégrale en 
termes finis, permet d'établir très facilement les lois de la propagation 
des mouvements simples d'un système de molécules, ou, en d'autres 
termes, les lois des mouvements à ondes planes. Les calculs semblent 
au premier abord devoir être beaucoup plus difficiles dans le cas gé- 
néral où la dérivée, de l'ordre /i — i, de la fonction principale a pour 
valeur initiale une fonction quelconque des coordonnées. Toutefois on 
peut, comme nous l'avons expliqué, ramener le cas général au cas par- 
ticulier où la valeur initiale dont il s'agit dépend de la distance à un 
point fixe, et s'évanouit dès que cette distance cesse d'être très petite. 
De plus, on pourra, dans ce dernier cas, à l'aide des principes établis 
dans le précédent Mémoire, réduire la dérivée de l'ordre w — a de la 
fonction principale à une intégrale simple. Il est aisé d'en conclure que 
la dérivée de l'ordre n — i pourra être alors exprimée en termes finis. 
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C'est ce que je me propose maintenant de faire voir. Je montrerai dans 
un autre Article que cette circonstance permet d'établir très facile- 
ment les lois de propagation des ondes d'épaisseur constante. 

Analyse. 
§ I*"^. — Considérations générales. 

Prenons pour variables indépendantes le temps / et les trois coor- 
données rectangulaires x^ v, z d'un point mobile dont la distance à 
l'origine sera 

Nommons 

une fonction de ces variables, entière, homogène, du degré w, et dans 
laquelle le coefficient de t^ se réduise à l'unité. Enfin supposons la 
fonction principale ra assujettie à la double condition de vérifier, quel 
que soit /, l'équation aux différences partielles 

(I) F(!)^,IV,D„D,)TîT = o, 

et, pour / = G, les conditions 

Si l'on pose, pour abréger, 

(3) «=ziD?-»BT, 

l'inconnue » vérifiera elle-même l'équation caractéristique 
(4) F(D^,D,.,D„D,)« = o. 

Elle sera donc une intégrale de cette équation; et elle en sera même 
une intégrale en termes finis dans deux cas dignes de remarque, et 
que nous allons successivement considérer. 

Soient />, q les angles polaires formés : i** par le rayon vecteur r 
avec l'axe des j?; 2° par le plan qui renferme ce rayon et cet axe avec 
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le plan des x, y; en sorte que p, q, r représentent les coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires or, y, z par les équations 
connues 

Si Ton nomme //, r, «^ les cosinus des angles formés par le rayon vec- 
teur ravec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 

(5) // =1; cos/?, i' = sin/îcosy, ir:=sin/>sin7, 

et Téquation du plan mené perpendiculairement à ce rayon vecteur 
par l'origine des coordonnées sera 

Ajoutons que, si un point (.r,j^, z) est situé hors de ce plan, sa distance 
au plan sera la valeur numérique de la quantité ç déterminée par la 
formule 

Cela posé, concevons d'abord que la valeur initiale de «, représentée 
généralement par C3(.r, v, z), se réduise à une fonction de ç, en sorte 
qu'on ait, pour / = 0, 

En vertu de la formule (20) de la page 25o (*), la valeur généra-le de « 
sera 

(7) H— r — — '- — _ n(ç-4-&>o, 

ou, ce qui revient au même. 



G,)"-» 



la valeur de s étant 

(9) s :~ ç -h (t)t, 

et le signe ^ s'étendant k toutes les racines de l'équation 

(10) F(//, i-, II-, oj) — o. 
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Concevons à présent que la valeur initiale de « se réduise à une 
fonction de la distance r qui représente le rayon vecteur mené de l'ori- 
gine au point (^, v, 5); en sorte qu'on ait, pour/ = o, 

« = n(/-). 

Alors, en supposant toujours les valeurs de (o et de 5 déterminées par 
le moyen des équations (9) et (10), jointes aux formules (5) et (6), on 
aura, en vertu de la formule (4) de la page 299, 

(11) «=-' / J rtv ^—^Sltipdqdp, 



11(5) devant être considéré comme une fonction paire de s. Donc, en 
posant, pour abréger, 

5n(.ç) = f(.o, 

et ayant égard à la formule (9), de laquelle on lire 

par conséquent 
on trouvera 

(12) «— — / / J --— -^xnpdqdp. 

Si maintenant on suppose, d'une part, que F(.r, v, s,/) soit une fonc- 
tion paire de /, d'autre part, que 11(5), et par suite ï[s), s'évanouissent 
hors des limites 

(l3) .Vzn— £, .V=:£, 

t désignant un nombre très petit; alors, en appliquant a l'équation (12) 
les principes de réduction développés dans le précédent Mémoire, on 
verra la valeur de » se réduire à celle que donne la formule 

(■4) ^-^U u "'"' n — - r*"'fV)^/.v. 

Dans cette dernière formule, après l'extraction des résidus, on doit 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. '|2 
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• 

prendre pour valeurs de m, i% tv des fonctions déterminées de x,y, z-, 
savoir, celles qui représentent les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des coordonnées positives avec la normale menée à la sur- 
face des ondes parle point D où cette normale coupe le rayon vecteur r. 
Si l'on représente par 

la surface des ondes, s étant fonction de j:, y, 5, t, les valeurs de //, 
i-, iv seront précisément celles que Ton déduira des formules 

// »' II' 

DjC'^ Uy6 Vz^ 

jointeskréquation(i5), àTaide de laquelle on peut toujours éliminer /. 
Ajoutons que les signes de u, r, iv devront être choisis de manière à 
vérifier la condition 

(17) uj: -h Vf H- il';; > u. 

Quant aux quantités ^ et k, elles représenteront, d'une part Tangh* 
formé par le rayon vecteur ravec la normale menée par le point D ii la 
surface des ondes, et d'autre part ce que devient le rayon de moyenne 
courbure de la surface caractéristique, pour le point Cde cette dernière 
surface qui correspond au point D de la surface dés ondes, dans le cas 
particulier ou le rayon vecteur OC se réduit à l'unité. Il est aisé d'en 
conclure : T'que l'on aura 

(18) coso — = — -; 

2" que, si l'on pose, pour abréger, 

k sera le produit des deux axes de l'ellipse représentée par le système 
des deux équations 

/ x*Dî V-hy»D; V hz'DÎ,A^-2yzDvD„,V-^2zxl)H.D«A^-2xvD«l)„A 

(10) \ =:t:[(D„A)^4-(D,A)'4-(D^A)']*, 
X I)„ A -H y D», A + z D,». A = o. 
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Il est généralement facile d'obtenir en termes finis la valeur de la 
seule intégrale que renferme la formule (i/|). En effet, on a généra- 
lement 

{'{s) ds ^ f(s -f- 0)0 — f(— «). 



r 



l)*ailleurs, lorsque la fonction ({s), qui s'évanouit hors des limites 

reste continue dans le voisinage de la valeur particulière s = ^ t, on 
a certainement 

f(-£)=0, 

et, par suite, 

/ f'(*) ds — f{ç -h (Mit) — (ç-h ^)/) II(ç -h w/), 

ce qui réduit la formule (i/|) à 

la valeur de s étant donnée par Téquation (9), ou, ce qui revient au 
même, par la suivante : 

m ) sz- u.r -t- i' >' -{- il' z -+- u) l, 

• 

Il semble, au premier abord, que Ton pourrait conserver des doutes 
sur l'exactitude de la formule (20), dans le cas où la fonction W[s), 
passant brusquement d'une valeur différente de zéro a une valeur 
nulle, offrirait une solution de continuité pour 5= —s, ce qui nous 
obligerait à regarder les valeurs II(— e) et f(— e) de 11(5) et de \{s) 
4*omme indéterminées. Mais on peut lever ces doutes en consiflérant 
une fonction qui passe brusquement d*une valeur différente de zéro à 
une valeur nulle comme la limite d'une fonction dont la valeur numé- 
rique décroit très rapidement; ou, mieux encore, en appliquant direc- 
tement à ia détermination de », dans le cas dont il s'agit, les principes 
exposés dans le précédent Mémoire. En effet, posons alors, pour 
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abréger. 



o)'»-* 



et nommons un élément de la surface sphérique qui a Torigine pour 
centre et pour rayon Tunité. Dans l'intégrale double 

que renferme la formule (i i), la partie Ç, correspondante à une racine 
«léterminée de Téquation (lo) et à des valeurs de w, i\ w assujelties à 
vérifier la condition (17), sera, comme nous Tavons remarqué dans le 
précédent Mémoire, 

(23) (r= 7^-280. 

D*ailleurs la valeur de $, déterminée par Téquation (^S), s'évanouira 
généralement quand le point {x,y,z) ne sera pas très voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondes, correspond à la racine que Ton 
considère. Au contraire, $ cessera de s'évanouir si le point [x^y.z] 
est compris dans l'épaisseur de l'onde engendrée par une sphère dont 
le rayon serait e, et dont le centre se promènerait sur la nappe dont il 
s'agit. Alors aussi, dans le second membre de la formule (23), la som- 
mation indiquée par le signe ^ pourra être restreinte aux seuls élé- 
ments 6, 0', 0", ... de l'aire 

K =1 27rk coso, 

/• 

mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l'unité, dans l'in- 
térieur d'une certaine courbe ITT. .. dont les dimensions seront très 
petites; et 6 pourra être censé dépendre de la seule variable s. Soit 
d'ailleurs E la valeur, différente de zéro, acquise par la fonction 

au moment où la variable s s'approche de la limite -- e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps t vient à varier, et à recevoir un ac- 
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croissement infiniment petit A/» la valeur de <Jt\ déterminée par Téqua- 
tion (23), variera pour deux raisons, savoir : i** parce que le coefficient H, 
variable avec^, recevra, pourune valeur de 5 donnée par la formule .21), 
l'accroissement infiniment petit 

2° parce que la plus grande des valeurs de K, c'est-à-dire la valeur de K 
correspondante k 5= — e, et représentée par le produit 

2 7:r coso, 

/• 

perdra quelques éléments 

dont la somme sera la valeur numérique du produit 

ark -coso. A/. 
/• 

On trouvera en conséquence ^ 

s devant être réduit à — £, et {[s] à E, dans la valeur de H qui devien- 
dra ainsi 



w"-* 



- E. 



Comme d'autre part les principes exposés dans le précédent iMémoire 
réduisent la quantité 

au produit 

I ^,)«-> • Kcosd r^"" „ 



dans lequel on devra supposer 



/ V(s)ds--Ui ^0»/) — E, 
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la roriiuile ( 2\) donnera définitivement 

2 Du, Fi", «', ««■, w) /• 

Pour déduire de cette formule la valeur de h, il suffira de réunir les 
diverses valeurs de D/f correspondantes aux diverses valeurs de w et 
(le doubler ensuite la somme obtenue. Or, en opérant ainsi et avant 
éjçard à la formule 

on retrouvera précisément Téquation (ao). 

En résumant ce qui a été dit dans ce paragraphe, on obtient les 
conclusions suivantes. 

Soient xs la fonction principale qui vérifie l'équation (i), et » la déri- 
vée de Tordre /i— i de cette fonction principale. Si la valeur initiale 
de H dépend seulement d'une fonction linéaire ç des coordonnées .r, 
V, :;, c'est-a-dire de la distance du point {a:^y,z) à un plan fixe, la 
valeur générale de » s'exprimera en termes finis à l'aide de Téqua- 
fion (8). De plus, si la valeur de a dépend seulement du rayon vec- 
teur r, c'est-à-dire de la distance du point (^,y, s) a un centre fixe, la 
valeur générale de » s'exprimera en termes finis à l'aide de la for- 
mule (20), avec une approximation d'autant plus grande que la sphère, 
en dehors de laquelle ki valeur initiale de a s'évanouit, sera plus 
petite. Dans tous les cas, la valeur générale de » vérifiera l'équation 
caractéristique, et par conséquent la formule (8) ou (20) offrira une 
intégrale de cette équation en termes finis. . 

Si l'on voulait obtenir la valeur générale, non plus de la fonction 

H — d;' « w, 
n)ais de ' 

[1 désignant une fonction entière quelconque des lettres caractéristiques 

D^, D„ D,. D,; 
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alors, à la place des équations (8) et (c i), on obtiendrait les suivantes 



«-I 






dont la première pourra être généralement réduite à la formule 



r,)«-* 



Il y a plus : la formule (27) pourra elle-même, dans beaucoup de cas, 
être réduite, sans erreur sensible, à la suivante : 

Si Ton applique au second membre de celle-ci la méthode de réduction 
ci-dessus appliquée au second membre de la formule (1 r, on parvien- 
dra, non plus a Téquation (20), mais à la suivante : 

Dans ces diverses formules, la valeur de 5 est toujours celle que fournil 
réquation (21). 

La formule (3o), comparée à la formule (38), fournit le moyen i\v. 
reconnaitre les rapports qui existent entre les lois de propagation et dr 
polarisation relatives, d*une part aux ondes planes, d*autre part aux 
ondes courbes dont Fépaisseur est infiniment petite. C'est, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans un autre Article. 

§ II. — Extension des formules établies dans le premier para^rapiir. 

La formule (11) du paragraphe précédent se rapporte au cas 011 la 
valeur initiale de » est représentée par une fonction paire du rayon 



r*7. 
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vecteur r, ou, ce qui revient au même, par une fonction de 

Pour plus de généralité, on pourrait supposer que la valeur initiale de 
« es( de la forme 

la lettre II indiquant toujours une fonction paire, et la lettre t dési- 
j^nant la. racine carrée positive d'une fonction de a:, j, 5, entière et ho- 
moj^ène, mais du second degré. Soit, en conséquence, 

V = (rtx'-i- by^ -h cz^-h 2 (Irz -+■ %ezx -+- 2 f.ry)\ 

a, 6, r, d, /*, /désignant des coefficients constants, tellement choisis 
que la valeur de x soit constamment réelle, et différente de zéro. Con- 
cevons d'ailleurs que les équations 

aa: -h /y ~\- ez =^ x, 
fx -h by ~h ciz =z\, 
ex -h ciy -f- cz =:zl z, 

résolues par rapport a or, v, 5, donnent 

X — ax -f- f y -h ez, 
y -- fx -\- by -H (Iz, 
z — Q\ -hdy •+- cz; 

enfin nommons ^ et V les volumes des deux ellipsoïdes représentés 
par les deux équations 

ax*-+- ày-h cz* -h 2ciyz 4- 2ezx-^ 2/xj- — i, 
a\' H- by* -H cz*-h 2 dyz -h a ezx -h a fxy — 1; 

on aura, non seulement 

abc — ad* — be^ — c/* -h 2 defr^ —, 
aljc — ad* — be* — cf* -+- u def ^ ^, ^ 
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mais encore 

soient de plus, comme dans le § I, 

M =: cosjo, r 1= sïnp cosç, if = sinp siny, 

et posons 

t 
Q zi:(a//*-hbt''-i- ctv*-h adt'tf -h aeii'« + a fwr)^. 

Si l'on représente par f(t) une fonction impaire de i, on aura, en vertu 
de la formule (27) de la page 237, 

Si Ton pose en particulier 
on aura, par suite, 

et la formule (1) donnera simplement 



SIC x«1t 



(2) liLl^l^J f^ î'(ç)sinpdgdp. 

L'équation (2) est précisément celle que nous a fournie la valeur de h 
que présente la formule (11) du § I. Mais, si, dans la recherche de la 
valeur de », on substitue l'équation (i) à l'équation (2), alors, au lieu 
de la formule (11) du § I, on obtiendra la suivante 

(3) .=s,fi r r i--:^^:!— siiuy^^E^ , 

la valeur de s étant toujours 

5=: ç -h w^. 
OÊiuvretdeC — S. 1. 1. VI. 43 
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Si maintenant on applique à la formule (3) la méthode de réduction 
précédemment appliquée à la formule (i i) du § I, on obtiendra Téqua- 
tion suivante 

les valeurs do 

«, c, ir, k, 

étant précisément les mêmes que dans les formules (20) et (3o) du 
premier paragraphe. 

§ 111. — Application des formules établies dans les deux premiers paragraphes 
au cas où Véquation caractéristique est du second degré seulement. 

Considérons en particulier le cas où l'équation caractéristique est 
du second degré; et supposons d'abord que l'on ait 

û désignant une constante positive. Alors, l'équation de la surface ca- 
ractéristique étant 

celle de la surface des ondes sera 

et les formules (iG), (17), (18) du § I donneront 

//_♦♦_«'_ I coso Ç 

.r y ~~ z ~ r r r* 

cos ^^zz\, ç HZ r. 

De plus, les formules (19) du § I, étant réduites aux suivantes 

x« -+- y« -i- z» z=: I , M X -i- ry 4- iVZ — o, 

représenteront un grand cercle de la sphère dont le rayon est l'unité. 
On aura donc encore 

k=:l, 
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et la formule (20) du § I donnera 



= r 



tu (ç-hui/)n(ç-f-ù)/) 



— • - * 



OU, ce qui revient au même, 

11 est aisé de s'assurer directement que celte valeur de « vérifie en effet 
Téquation caractéristique 

[ D? - £2» (Di -h D* -h DJ)] » z=: o. 

Il est clair d'ailleurs qu'elle se réduit à U{r), pour t = o. 
Supposons en second lieu 

Alors, Téqualion de la surface caractéristique étant 

ax* -h by* -H cz' -h a dyz -h a ezx h- a f xy =z /-, 

l'équation de la surface des ondes sera de la forme 
les relations entre les deux systèmes de coefficients 

a, b, c, d, e, f; rt, b, c, d, e, f 

étant les mêmes que dans le second paragraphe; et, si Ton pose^ pour 
abréger, 

X 

12=1 (aa* 4- bt'* -h Civ'n- adt'w-h lewu -\-iïuv)^ , 
v=:(aj:*-h 6j'4-C5' 4- ae/v5 -\-iezx -^ 2/xyy , 

les formules (16) et (17) du §1, jointes à l'équation (6) du même para- 
graphe, donneront 



u 



ax -h /y -h ez fx-hbv-hciz 

(4) <' JJ J . 

_ a M 4- f i' -h e iv f w 4- b r 4- d iv 

" X ~' y 





dy-^cz 





Ç 


ex 4- 


t« 


ew 4- 


dv -^ CKV 




U} 




iW 




^ 
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On aura par suite 

(5) ç» = Û«t«, s = Ûv. 

Faisons d'ailleurs, pour abréger» 

R — [(a w -h fi' 4- eivy -h {îu -+- bi' -+- d«')* -H (cm 4- dr 4- c«')*]* 

■ 

On tirera encore de la formule (4) 

par conséquent, eu égard à la formule (i8) du § I, 



(6) U = 



cosd' 



et les équations (19) du § 1, jointes à la formule (4). donneront 
(7) ax*-f- by*4-cz*H- 2dyz -+- 202x4- afxy =^R, x\ -hyy -\- zz — o. 

Dans Tellipse que représentent les deux dernières équations, quand on 
y considère x, y, z comme seules variables, le produit k des deux 
demi-axes est déterminé par la formule 

et de celle-ci, jointe à Téquation (6), on tire 

kcosâ I ft* 



/• V 



> 



la valeur de t? étant la même que dans le § II. Cela posé, comme la 
quantité ici désignée par Q ne diffère pas de celle qui, dans la for- 
mule (4) du second paragraphe, se trouve représentée par la lettre Q, 
cette même formule, jointe à l'équation 

donnera 
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011, ce qui revient au même» 

(t.-+-on(t-hO-h(iu~on(v-o 

Il est aisé de s'assurer directement que la valeur de », donnée par Té- 
quation (8), vérifie en effet Téquation caractéristique 

[D; - (aD« H- bD» -h cD| -+- adD^D- -4- aeD-D^-^- afO^Dy)] « = o. 
Il est clair d'ailleurs qu'elle se réduit à II(t.) pour / = o. 



146. 

Mécanique céleste. — Note sur une transcendante que renferme le déve- 
loppement de la fonction perturbatrice relative au système plané- 
taire. 

C. R., T. XIII, p. 682 (4 octobre i84i). 

§ I. — Considérations générales. 

Soient, pour la planète m et au bout du temps /, 

r la distance au Soleil; 
p la longitude; 
4» l'anomalie excentrique; 
T l'anomalie moyenne. 

Soient encore 

a le demi grand axe de l'orbite décrite par la planète m\ 

t l'inclinaison de cette orbite; 

£ l'excentricité; 

inla longitude du périhélie; 

9 la longitude du nœud ascendant. 

Enfin nommons 

r\ //, ^', T\ . a\ i\ £', Ts5\ o' 
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ce que deviennent 

/•, p, ^, T, a, t, c, w, 9 

quand on passe de la planète m à la planète m!\ t la distance réelle 
des planètes m, m' au bout du temps /, et S leur distance apparente. 
La fonction perturbatrice R sera, comme Ton sait, 

(i) R=i —7^ coso -h. . . . . ., 

la valeur de t étant 

.1 

•D'ailleurs, en nommant r^ la tangente de la moitié de Tangle dont le 
sinus est e, on a, pour chaque planète m, non seulement 

(3) r =:flf(i — ccos^), T^^^^t%\n^^ 

mais encore 

et, pour les deux planètes m, m\ 

(5) cosi — p cos(p'—p 4- H) 4- V cos(/?'— /> -f- O), 

(X, V, II, $ désignant quatre constantes dont les deux premières sont 
liées à rinclinaison mutuelle I des orbites par les deux équations 

(6) V — sin*-, unicos* - =1 — V, 

2 * 2 

tandis que les deux dernières vérifient les formules 

/-\ «;r,fï COSl'4-COSt^. . , . . _ COSt'— COSt . , , 

(7) sinll= —- — sm(9'— 9), sm*= sm(9'— 9). 

^ r^ ^ If 
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Si l'on développe- R suivant les puissances entières des exponentielles 
trigonométriques 

on obtiendra une équation de la forme 

le signe 2) s*étendant d'une part à toutes les valeurs entières positives, 
nulles ou négatives de /i, n; d'autre part, à toutes les combinaisons 
que l'on peut former avec les planètes m, m\ ... prises deux à deux, 
et la valeur du coeftîcient (/w, m')^y étant fournie par les équations 

(lO) 



iw j^tn 



Or on peut ramener le calcul du développement de R au calcul de deux 
espèces d'intégrales définies, savoir, de celle que renferme le dévelop- 
pement de la fonction 

_ i 

(11) A = [X — |JLC0S(/>'— /?-h«T)] * 

suivant les puissances entières de l'exponentielle trigonométrique 
la valeur de X étant 

^ I / a a'\ 
X= -( - -f- — , 

et de celles qui naissent du développement de la fonction 
suivant les puissances entières de l'exponentielle 



*W-^; 



c'est ce que l'on verra dans les paragraphes suivants. 
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§ II. — Valeur de \„^n'. 

Comme nous l'avons prouvé dans un précédent Mémoire, on a 

(I) A„,„.= m'2P„,A'Q-^-A•e^'«'^A•'''J^/^, 

la valeur de Pa,a' étant nulle lorsque les valeurs numériques de h, h' 
diflerent de l'unité, et la valeur de Qa,^ étant de la forme 

(a) ^h.h—qht/h' 

Comme on a d'ailleurs 

?_,.,= l^eHV^, P,._, =i^e-IW~', 

l'équation (i) peut être réduite à 

Quant aux valeurs de 

elles sont données, sous forme d'intégrales définies, par les équa- 
tions 



( 






et, pour déduire de ces formules les valeurs de 

il suffira d'y changer, dans les exponentielles, le signe de ^ ou de ^' 
D'ailleurs, comme on a 



EXTRAIT N» lfc6. 3M 

une seule intégration par parties, appliquée à la formule (.^), donnera 



(«) 



(6) ^--a'~*'^±f (,-r)'e*>Fî)e-'^^/-'rf4-. 

Si, dans les formules (4) et (5)« on substitue pour J, T leurs valeurs 
tirées des équations 

alors, en posant, pour abréger, 

(7) f^'j^:=,±. I r-*+^e«"»*\^rf^, 
on trouvera 

j 7_, = a (^)\(i -H 3r,«)r5^„_, ~ ti^,., - 3(y, 4- 'n')6\ 4- (3rî« -^ tiM^'«-., - r^vS;^,]; 

puis, en nommant rS']^ ce que devient 6"^ quand on remplace e par t' et 
/i par n\ on trouvera encore 

Ainsi, chacun des quatre coefficients 



Çu q-u q\, 7- 



-1 



se trouve exprime à l'aide d'un petit nombre de valeurs de la transcen- 
dante 

âft ou fi\, 

dont la forme est donnée par l'équation (7). On peut tirer d'ailleurs 
facilement de l'équation (7) la valeur de la transcendante dont il s'agit^ 
développée en série convergente. -En effet, comme on a 
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il suffira de développer chacune des exponentielles 



suivant les puissances ascendantes de e, pour en conclure que la va 
leur (^k^ ou le coefficient de 



e 



k^^-K 



dans le développement de la fonction 
se réduit, quand k est positif, a 



Cette dernière équation fournit, en général, le moyen de calculer faci- 
lement la quantité 6\. La valeur qu'elle donne pour(^^ est évidemment 
positive et inférieure à Tunité quand on a 



\nt\\Jk H- I. 

Pour de grandes valeurs de k^ on aura sensiblement 

I.2.3...A- , -1 , 



(î«e)' 



, L_(i^^ ' ii:^_...^e ^-« 



A -h I I (A- -h l) (X -h 2) I.'i 

et, par suite, 



(i"0' 



e^e *"*-' 



Les formules qui précèdent fournissent le moyen de calculer très faci- 
lement le coefficient A„,„, surtout lorsque /i, /i' sont de très grands 
nombres. Dans un prochain article, je donnerai Tapplicalion de« 
itiémes formules à la détermination du coefficient B;,^. 
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147. 

Analyse mathématique. — Sur le développement du reste qui complète 

la série de Taylor en une série nouvelle. 

C. R., T. XIII, p. 842(25 oclbre 1841). 

J'ai donné dans un précédent Mémoire les règles de la convergence 
des séries qui naissent du développement des fonctions explicites ou 
implicites, et prouvé que ces séries restent généralement convergentes 
tant que les fonctions et leurs dérivées du premier ordre restent conti- 
nues. D'ailleurs les principes, desquels j'ai déduit cette proposition 
dans le Mémoire de i83i, fournissent eux-mêmes les développements 
d'un grand nombre de fonctions en série, et en particulier les séries de 
Lagrange, de Taylor et de Maclaurin. Je vais aujourd'hui déduire des 
mêmes principes une formule nouvelle qui peut être employée avec 
avantage dans la solution de divers problèmes. Cette nouvelle formule 
sert à convertir le reste, qui complète la série de Taylor, en une autre • 
série dont les divers termes sont respectivement proportionnels, non 
plus aux dérivées de divers ordres de la fonction que l'on considère, 
mais aux dérivées de même ordre de cette fonction et de plusieurs 
autres qui forment avec elle une progression géométrique dont la 
raison est la variable même. D'ailleurs la nouvelle série jouit, comme 
la série de Taylor, de cette propriété remarquable que, si on l'arrête à 
un terme donné, il sera facile de calculer une limite de l'erreur com- 
mise en vertu de l'omission des termes suivants. Dans plusieurs cas, 
par exemple, quand la fonction donnée se réduit à une puissance d'un 
binôme, la nouvelle série peut converger très rapidement dans ses pre- 
miers termes, et elle fournit alors le moyen de calculer sans peine, 
avec une grande approximation, le reste propre à compléter la série de 
Newton. Ce n'est pas tout; les développements de diverses fonctions 
transcendantes peuvent être complétés de la même manière par des 
séries qui, étant très convergentes dans leurs premiers termes, permet- 
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lent d'évaluer avec facilité les restes de ces développements. Parmi ces 
fonctions, on doit distinguer les logarithmes, les arcs de cercle cor- 
respondants à une tangente ou à un sinus donné, diverses intégrales 
définies, etc. 

Je viens d'indiquer les principaux résultats auxquels conduisent les 
formules que renferme le présent Mémoire. Dans un second article, je 
montrerai la grande utilité de ces formules appliquées à la Mécanique 
céleste, et en particulier au développement de la fonction perturba- 
trice. 

Analyse. 

§ ^^ — Considérations générales. 

Soient f(^) une fonction de la variable a?, et 

une variable imaginaire dont le module :; soit supérieur à x. Si la fonc- 
tion f(a-) et sa dérivée du premier ordre restent finies et continues 
pour un module de x inférieur à :;, on aura 

Donc, si l'on attribue à la variable x un certain accroissement A, telle- 
ment choisi que te module de la somme x -^h reste inférieur à :;, on 
aura encore 

D'ailleurs, l'équation (i), dîfférentiée n fois de suite par rapport à a-, 
donnera généralement 

(3) ^ Dîf(x)=— r _lML_,/n 

Si maintenant on développe, dans la formule (2), le rapport 

I 



EXTRAIT N» IM. 3W 

en une progression géométrique ordonnée suivant les puissances as- 
cendantes de A, on trouvera 

,. I I h A*-» A" 

(4) 



et, eu égard à Téquation (3), la formule (2) donnera 

f(x 4- h) = f(jr) -h - D;, f(a7) 4- — !)« f{x) -h . . . 

1 i » .À 



I . Q . . . ( /i — I ) 

la valeur de r^^ étant 

La formule (5), qui fournit la valeur de f(a: + A)« otfre pour second 
membre la série de Taylor avec le reste r^ qui complète cette série ar- 
rêtée après le /i'*"' terme. On sait d'ailleurs que ce reste peut encore 
être présenté sous la forme 

(7) '«^ ! ^, f 5«-'D;f(.r4-/i-;;)^/j. 

On a donc identiquement 



(8) 



— r'^Jy àll^ T\''P='( ^'^^-^,\)%î(v-^li--z)dz. 



Concevons maintenant que, dans Téquation (6), on développe le rap- 
port 

f 

ri — x — h' 



suivant les puissances ascendantes de Ç à Taide de la formule 



Ç 



m 



-h hy" {t; — X — h) 
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On en conclura* eu égard à la formule (3), 

h'' yx-^-h ^ ^ (x-h/z)* -^ *■ ^ '^ f 

(lo) r„— -i ; 

i .2. . An — I ) i I \ 



'H-^w 



la valeur de t.„ élant 



m 



(II) t,„--: 



(X -h A)"» 2 



71 / (X-^r)-{t:-x-h) P' 



ou, ce qui revient au niême, en vertu de Téquation (8), 



(12) ^„-- ~---r ' f ^'^ - \m{x^h^z)'^ï{x-^h^z)'\dz. 

Lorsque, x eih étant réels, la fonction f{z) est elle-même réelle, et 
reste continue avec sa dérivée entre les limites 5 = 0, 5 = ^ 4- A, on 
tire des formules (7) et (12) 

(i3) /„=. — S— D:jf(x^O/o, 

" I . 2 . . . /« ^ 

et 

(.4) ^^^^-r^'hiu^fo-^^^^^^^ 

désignant un nombre compris entre les limites o, i , et dont la valeur, 
variable avec a;, ne doit être substituée dans les formules (i3) et (i/| j 
qu'après que Ton aura effectué les différentiati^ns relatives à ;r, en 
considérant le produit OA comme constant. 

Quoique le second membre de la formule (9) offre une proii[ression 
géométrique divergente, il arrivera souvent que la série comprise dans 
le second membre de l'équation (10) commencera par converger très 
rapidement. Alors on pourra se servir de cette série pour calculer avec 
une grande approximation le reste r„ de la série de Taylor. L'équa- 
tion (i4), ou les équations du même genre que l'on pourrait déduire 
de la formule (12), si la quantité h et la fonction {{s) devenaient ima- 
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ginaires» serviront à fixer les limites de l'erreur commise dans Téva- 
luation approximative du reste r„. 

Si, dans les formules ()), (lo), (12) et (i4)» on remplace x par zéro, 
et h par a:, on obtiendra d'autres formules dont on pourra souvent 
faire usage pour déterminer, avec une grande approximation, le reste 
qui complète la série de Maclaurin, et pour fixer les limites des erreurs 
commises dans l'évaluation de ce même reste. 

§ II. — Développement d'une puissance d'un binôme. 

Lorsque, dans les formules (5), (10), (12) et(i4) du § l*^ on pose 

S désignant une quantité réelle, on obtient des équations qui fournis- 
sent, non seulement le développement connu de 

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de A, mais 
encore le reste r^ de cette série, développé lui-même en une seconde 
série qui converge très rapidement dans ses premiers termes, quand \v 
nombre n devient très grand, et qui jouit, comme la première, de cette 
propriété remarquable, qu'on peut, en l'arrêtant à un terme quel- 
conque, déterminer facilement une limite de l'erreur commise en vertu 
de l'omission des termes suivants. En effet, dans cette bypothèse et 
en posant, pour abréger, 

s{s — 1). . .(.ç — n -\- i). 



i .1, . .n 

on trouvera 



= («O/M 



(i) (j:--h/i)':=:a''H-(5)i/ia7'-»4-(.0î/*'^'-'-+-...-H(5)«-i/i"-'j:-'-'*^*-h/-,„ 
(3) ^'n = i^+m)„—"^^-j z''-'{x + /,-zy^«'-''ch. 



(x + A)' 
(4) v„^(,s + m)„ ^^ ^ (X -t- Oh)'-'»-", 
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désignant un nombre renfermé entre les limites o, i. Or, d'une part, 
lorsque n devient très grand, la série que renferme Téquation (a) 
converge très rapidement dans ses premiers termes, dont la somme 

est 

. ,(5).-,r^ ^ SH-I I ^ (.v + ,)(54-Q) I _^ 1 

.6-h/lL 5— /t -4- 2 J7 -h A (5 — /n- a)(5— « -h 3) (J? -h /i)* "" I' 

et, d'autre part, la formule (4)* ou les formules analogues que Ton 
déduirait de Téquation (3), si h on œ devenait imaginaire» fournissent 
immédiatement une limite du reste qui complète la seconde série ar- 
rêtée après le terme dont le rang est m. 

Si, dans les formules précédentes, on remplace x par Tunité, et h 
par or, elles donneront 



(6) 



(7) 






■w» 



JC" 



(8) t,„ = (*-+- m)„ jj^:^ (iH- Ojc)'^'^-". 

Enfin, si, dans ces dernières équations, on remplace a; par ~ ;r, et 5 par 
— 5, alors, en posant, pour abréger, 

s{s -M).. .(,v -4- /i — i) 



I . 2 . . . /{ 

on trouvera 



= [S]n, 



(II) v„ = [s-m]^ ^''" f s»-'(i-j?-c)«-'-''rf;, 



./•'• 



(ta) v„ = [,_ „,]„___(,_ 5 j,)m-,-«. 
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Si Ton divise par s les deux membres de chacune des équations (5), 
(6), (7), (8); si d'ailleurs, après avoir écrit, pour abréger, 

rn et v^ 

au lieu de 

— et — » 
s s 

on réduit s à zéro, alors on verra le rapport 

(14-^)'— I 

S 

se réduire simplement à 

1(1-4-0?), 

et Ton trouvera 



ûT' a:* . . j:""* 



(i3) \{i-hûr)-.x h -71 ...-!-(— i)* hr„, 

v/ 26 n — I 



1 .2 



(_,)«+tjr.« I 1-4- X n — 2(n-x)« (/j — 2)(/i — 3) ( 

( 1 4 ) r. i^ I 

/i-i I _^^_,j^^, i.a...(m-i) I 



(/i — 2). . .(/i — m) (i-ho:)"* 
1 . 2. 3. . . /n 




m» 



Aux applications que nous venons de faire, des formules établies 
dans le § I, on pourrait en joindre beaucoup d'autres. Nous nous bor- 
nerons ici à en indiquer quelques-unes. 

Si dans les formules (1 3), (i 4), (i5)on remplace ^paro^v^— i, celles 
que Ton obtiendra fourniront, non seulement le développement connu 
de arctang^, mais encore le reste qui le complète, développé lui- 
même en une série qui sera très convergente dans ses premiers termes 
quand n aura une grande valeur. 

Si dans l'intégrale 

f (i — j?*) 'i/j:=i arc sina: 


QF.wret de C — 5. I, t. VI. 45 
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on substitue pour (i — ^r') ' sa valeur tirée des formules (9) et (10). 
on obtiendra, non seulement le développement connu de la fonction 
arcsinar, mais encore le reste qui le complète, développé lui-même en 
ïinc série qui sera très convergente dans ses premiers termes, quand n 
sera très grand. Des remarques semblables sont applicables aux inté- 
grales de la forme 

ainsi qu'à une multitude d'autres, et en particulier à certaines inté- 
grales que Ton rencontre dans la Mécanique céleste, comme nous l'ex- 
pliquerons plus en détail dans un autre Article. 

En terminant ce Mémoire, nous observerons que les formules ( i ), ( a ), 
(3), (4) peuvent se déduire, non seulement des principes établis dans 
le § I, mais aussi de l'équation 



X 



I -h z suit:* 



qui subsiste pour des valeurs de s comprises entre les limites o, 1, ou 
plutôt de la formule 

sin7r.ç f z-'dz 
que l'on tire de Téquation précédente, en y remplaçant z par -7^^- 



148. 

Mécanique céleste. — Note sur la substitution des anomalies excentriques 

aux anomalies moyennes, dans le développement de la fonction pertur- 

hatrice. 

C. R., t. XIIÏ, p. 85o (25 octobre 1841). 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires exige le dé- 
veloppement de la fonction perturbatrice en une série de termes pro- 
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portionnels aux puissances entières des exponentielles trigonomé- 
triques qui offrent pour arguments les anomalies moyennes. Or ce 
développement peut être déduit de celui dans lequel les exponentielles 
trigonométriques offriraient pour arguments, non plus les anomalies 
moyennes, mais les anomalies excentriques, il y a plus; on passera 
très facilement du second développement au premier, si Ton a com- 
mencé par former pour chaque planète une Table qui présente les 
diverses valeurs d'une certaine transcendante dont M. Bessel s'est 
occupé dans un beau Mémoire, présenté à l'Académie de Berlin en 1 824. 
et sur laquelle j'ai rappelé dernièrement l'attention des géomètres. 
Dans la précédente Note, je me suis proposé, comme M. Bessel, de 
montrer les avantages que présente l'emploi de cette transcendante 
dans le développement de la première partie de la fonction perturba- 
trice. Je vais montrer aujourd'hui comment la même transcendante 
peut servir au développement de la seconde partie de la même fonc- 
tion, je veux dire, de la partie dépendante de l'action mutuelle de deux 
planètes. 

Analyse. 

Conservons les mêmes notations que dans la Note du 4 octobre, et 
soit toujours 

(1) R = — 7T coso -+-. . . . . . 

la fonction perturbatrice. On aura 

(2) R = 2(//i, m')„^,é"''^'''^'^^''^\ 

(3) (/'»,/'*')/»,ll'=A;,.n'— B«,„', 

Afl,„' et B„,,/ étant les coefficients du produit 

dans les développements des termes —j^ cosS et — On aura d'ailleurs, 
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comme nous l'avons remarqué, 



m' 



(4) 



m' 



4- !ZL^[^, (7'.j e(«î'-c^-^n)vCT-h7-i^;e-^'=^-«'-^n)vPï], 
les valeurs de q,, q\ étant fournies par les équations 

(5) < "* 

et les valeurs de r, T étant 

(6) r = a(i — «cos^»), T^: 4^ — esin^J'. 
Par suite, si l'on pose 

(7) Sk=— \ e-**^»e«««*-*^e/vp, 

et si l'on nommée?']^ ce que devient <5k quand on passe de la planète m 
à la planète m\ les valeurs de 

se déduiront aisément de celles de la transcendante (S^ supposées con- 
nues, à l'aide des formules (8) et (9) de la page 345. Ajoutons que, si 
l'on nomme cDa une seconde transcendante déterminée par la formule 



itIC f >.11C 



OU, ce qui revient au même, par l'équation 

de 'C 
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on pourra, aux formules (8) de ia page 345, substituer les suivantes 

(>o) { 

7-1 — « (^^) (^/.-i — 3TQ (D« -h ri*<D«H-,). 

Quant aux valeurs de 9',, 9I,, elles seront toujours 

Cherchons maintenant la valeur de B^y, et concevons que Ton com- 
mence par développer -- suivant les puissances entières des exponen- 
tielles trigonométriques 

On obtiendra ainsi une équation de la forme 

(12) ^ =y C/.rc'+^"«''*'^, 



le signe N s'étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles ou 
négatives de /, /'. Cela posé, en représentant toujours par 

le coefficient du produit 

dans le développement de — » on tirera de la formule (12] 

(i3) B„.,' = y C,,r7^ r r cf'*-^''*'>v^e-^'''"-^»'^>v^^7'e/r. 

D'ailleurs, en vertu de Téquation 

7'=n|; — «sinvj/. 
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on trouvera 

271 I 



Donc ia formule (i3) donne simplement 

le signe 2 s'étendant aux diverses valeurs positives, nulles ou néga- 
tives de /, /'. Les formules (lo), (u) et (i4) suffisent pour montrer 
combien il est utile de construire, ainsi que Ta fait M. Bessel, une 
Table propre à fournir les diverses valeurs. de la transcendante (;?a» de 
laquelle (Oa se déduit aisément à Taide de l'équation (9). Cette Table 
étant construite, la détermination de B;,,„' se trouve réduite au déve- 
loppement de - suivant les puissances entières des exponentielles 

Au reste, la même conclusion se déduirait des deux formules que 
M. Jacobi a données dans le Journal de M. Crelle (XV* Volume, i836), 
pour la détermination des coefficients de cos/iJ et de sin/ir, dans les 
développements de cos/]^ et de sinA]/, et qui se trouvent comprises 
Tune et l'autre dans la formule (9). 

Nous ferons, en terminant cette Note, une remarque essentielle. 
Quoique la sommation indiquée par le signe 2) dans la formule (i4) 
embrasse, à la rigueur, un nombre infini de valeurs de /, /', cependant 
le nombre de celles dont on devra tenir compte pour obtenir en nombres 
la valeur de B,^y sera fini et souvent peu considérable, attendu que, 
pour de grandes valeurs numériques de ^, la valeur de é\, et par suite 
la valeur de cDa donnée par la formule (9), seront généralement très 
petites. En effet, nous avons déjà reconnu, dans la Note précédente, 
que l'on a, pour des valeurs positives de k, 

{,K\ ^^ _ (î^'O* r, ' (î"0' 1 , VAX' 
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et nous en avons conclu que, pour de grandes valeurs positives de k, 
on a sensiblement 

(i6) r?^=(^?^j (^T:k) «e ^-» . 

Or, comme chacun des facteurs renfermés dans le second membre de 
la formule (ï6) devient très petit pour de très grandes valeurs numé- 
riques de^, il en résulte que la transcendante ^^ offre alors elle-même 
une très petite valeur numérique. Il suit d'ailleurs de la formule (7) 
que, dans tous les cas possibles, cette valeur numérique est rigoureu- 
sement inférieure au module du produit 

c'est-à-dire à l'unité. Remarquons encore que, dans le cas où l'on a 



{/t6 <y/^Ar-H I, 

la série comprise entre parenthèses dans le second membre de la for- 
mule (i5) est elle-même une quantité positive inférieure à l'unité. 



149. 

Analyse mathématique. — Note sur le développement des fonctions 

en séries. 

C. R.. t. XIII, p. 910 (8 novembre 1841). 

Une fonction d'une ou de plusieurs variables peut être développée, 
dans beaucoup de cas, en une série convergente, simple ou multiple, 
dont les divers termes présentent une forme donnée. Ainsi, par 
exemple, une fonction d'une seule variable peut souvent être déve- 
loppée en une série dont les divers termes soient respectivement pro- 
portionnels aux puissances entières positives ou négatives de cette 
variable. Or, la forme du développement étant donnée, il est très impor- 
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tant de savoir si Ton peut obtenir ou un seul ou plusieurs développe- 
ments de la même forme. La question est facile à résoudre» lorsque 
les divers termes doivent être proportionnels aux seules puissances 
entières et positives de la variable. Alors on prouve aisément que le 
développement est unique; mais la preuve fournie dans cette hypo- 
thèse n'est plus applicable au cas ou le développement renfermerait à 
la fois des puissances positives et dos puissances négatives de la va- 
riable. II paraissait donc nécessaire d'examiner de nouveau la question, 
même pour les développements en séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières des variables. En m'occupant de cet objet, je suis 
parvenu à établir divers théorèmes généraux relatifs à des développe- 
ments de forme donnée. Je me bornerai aujourd'hui à énoncer quel- 
ques-uns d'entre eux, me réservant d'en développer les démonstrations 
et de traiter la même matière avec plus d'étendue dans les Exercices 
d* Analyse et de Physique mathématique. 

Il est facile d'établir les deux propositions suivantes : 

Théorème I . — Si une série ordonnée suivant les puissances entières et 
positives d'une variable réelle ou imaginaire offre une somme nulle, tant 
quelle demeure convergente, chaque terme sera séparément nuL 

Théorème II. — Si une série convergente, et composée de termes pro- 
portionnels, les uns aux puissances entières positives, les autres aux puis- 
sances entières négatives d'une variable réelle ou imaginaire, offre une 
somme nulle, pour un module donné de cette v^ariable, quelle que soit d'ail- 
leurs la f^aleur de l'argument, chaque terme sera séparément nul. 

De ces deux propositions on déduit immédiatement les suivantes, 
dont la première était déjà connue. 

Théorème III. — Une fonction continue d'une variable ne peut être dé- 
veloppée que d'une seule manière en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes et entières de cette variable. 

Théorème IV. — Une fonction continue de la variable x ne peut être 
développée que d'une seule manière en une série convergente qui se com- 
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pose de termes proportionnels aux puissances entières positives, nulle et 
négatives de cette variable, et dont la somme représente constamment cette 
fonction pour un module donné de la variable y quelle que soit d'ailleurs la 
valeur de V argument* 

Le théorëme IV cesserait d'être exact, si, pour le module donné de 
la variable, la fonction développée en une série convergente se trouvait 
représentée par la somme de cette série, non pour toutes les valeurs 
de l'argument, mais seulement pour celles qui seraient comprises entre 
des limites données. 

On peut du théorëme lY déduire un grand nombre de conséquences 
dignes de remarque. Pour en donner une idée, considérons une fonc- 
tion rationnelle quelconque de la variable x. Cette fonction rationnelle 
pourra être regardée comme formée par l'addition d'une fonction en- 
tière et de diverses fractions simples dont chacune sera proportionnelle 
à une puissance négative d'un binôme. Or, une telle puissance étant 
toujours développable, ou suivant les puissances ascendantes, ou sui- 
vant les puissances descendante*s de la variable, suivant que le module 
de cette variable est inférieur ou supérieur au module du terme con- 
stant du binôme, on doit en conclure qu'une fonction rationnelle de la 
variable x sera, pour un module donné de x, toujours développable en 
une série convergente dont les divers termes seront proportionnels, les 
uns aux puissances entières positives, lesautres aux puissances entières 
négatives delà variable, et dont la somme représentera cette fonction, 
quel que soit l'argument de la variable. Cela posé, concevons que, par 
un moyen quelconque, on soit parvenu à déduire immédiatement une 
semblable série de la fonction rationnelle donnée, sans recourir à la 
décomposition de la même fonction rationnelle en fractions simples. 
Cette nouvelle série devra, en vertu du théorème IV, se confondre avec 
la première. A l'aide de cette seule observation, on peut facilement 
établir, non seufement les formules connues qui servent à déterminer 
les sommes des fonctions semblables des racines d'une équation algé- 
brique donnée, mais encore une multitude d'autres formules, par 

OF.wrtt de C. — S. 1, l. VI. ^^ 
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exemple, celles qu'ont obtenues Lagran^^c, Laplace et Paoli pour le 
développement en série d'une fonction de la racine la plus rapprochée 
de zéro, ou de la somme des fonctions semblables de plusieurs racines. 
On peut même, à l'aide du théorème IV, prouver que ces diverses for- 
mules sont applicables, non seulement aux racines des équations algé- 
briques, mais encore, sous certaines conditions, aux racines des équa- 
tions transcendantes. 



Analyse. 



Si une équation de la forme 



CToH-aiO? -h a,j7'H-. . .=r o 



subsiste, pour tout module de la variable x inférieur à une certaine 
limite, il suffira de réduire x à zéro dans cette équation, multipliée par 
un terme de la progression géométrique 



I I 



pour obtenir successivement les formules 

«0=10, ai=:o, a|Z=Oj 



• • • • 



Cette démonstration très simple du théorème I peut être étendue, 
comme l'on sait, au théorème III. (Voir V Analyse algébrique, Chap. VI.) 
Concevons maintenant que le module de la variable réelle ou imagi- 
naire a? soit représenté par X, et l'argument de la même variable par/>, 
en sorte qu'on ait 

(i) xz=z\eP^~K 

Si, pour une valeur donnée du module X, une équation de la forme 

(2) ao-+-«i-^' -H «i-î:*-!-. . .-h a_i^~*H- a_sor-*-i-. ..=10 

se vérifie, quelle que soit la valeur de l'argument/?, il suffira d'intégrer 
par rapport à/>, et entre les limites 
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les deux membres de la formule (2), multipliés par 
pour obtenir Téquation 

(3) «» = o, 

n étant une quantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
Donc alors la formule (2) entraînera les équations 

(4) «0=^0, ^1=10, ajizio, ..., a_, =: o, «-1 = 0, .... 

• 

Cette démonstration très simple du théorème II est fondée sur un arti- 
fice de calcul analogue à celui dont Euler a fait usage pour développer 
une fonction en série de termes proportionnels aux cosinus des mul- 
tiples d'un même arc. D'ailleurs le théorème II, une fois établi, entraine 
immédiatement le théorème IV, et toutes les conséquences qui dérivent 
de celui-ci. 

r 

Il importe d'observer que, si l'équation (2) était seulement établie 
pour des valeurs de l'argument/? comprises entre certaines limites, elle 
n'entraînerait plus nécessairement les formules (4)- A l'appui de cette 
observation, nous pouvons citer la formule 

2 3 5 3 

qui subsiste, quand on y pose 

x — eP'f^, 

non pour toutes les valeurs possibles de l'argument/', m^is seulement 
pour des valeurs de/? comprises entre les limites 

Observons encore qu'à l'aide d'intégrations définies on ut réduire 
des séries de diverses formes à des séries ordonnées suiva. t les puis- 
sances entières positives ou négatives de certaines quantités. Ainsi, en 



364 • COMPTES RENDUS DE LACADÉMIE. 

particulier, de ce qu'on a, pour des valeurs réelles et positives de r 
et de /i, 

J^% " W mm 

\ -r r cos/jp dp^z - e-"*", 

il résulte qu'une équation de la forme 

(6) f(/>) rza^H-ai cos/? -h a, cos a/> -h . . ., 

quand elle subsiste, quel que soit l'angle/^, entraine la suivante : 



(7) 



2 /•* r 



Pareillement, de ce qu'on a, pour des valeurs réelles et positives de r 
et de /i, 

/-v-^- — -%\nnpdp=. - e-*"", 

il résulte qu'une équation de la forme 

(8) {{p)-=iax sin/? -t-aisinap -h. . , 

entraine la suivante : 



(9) 



, ' P 

On a encore 



-f . ^ . f (/>) dp = ff| e-^ 4- a^ g-«^ 



• • 



d'où l'on tire 

f-T—r^ î sin/) dp:=z - e-'"'; 

de sorte que, si l'on pose 

P , ^ P 



(10) 



f(D) =:ao - -f- «i -T-^^ 7 -t-a« 7-~- ; -h. . . 



on conclura la formule 



('0 



~ / f(/>) sin/?^/? = ao-H«|e~''-i- aje'***-!-. . . . 



EXTRAIT N« 150. 365 

Il suit de ces remarques que le développement d'une fonction ({p) en 
une série semblable, à celle que renferme Tune des formules (6), (8), 
(lo) peut être réduit au développement d'une certaine intégrale définie 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières do 
la quantité e"^. Les mêmes remarques permettent aussi d'établir divers 
théorèmes analogues aux théorèmes 1, II, UI» IV, et il en résulte, par 
exemple, que le second membre de chacune des formules (6), (8), (lo) 
ne peut s'évanouir, quel que soit/?, sans que chacun de ses termes se 
réduise séparément à zéro. Ainsi encore, une fonction ({p) de l'angle /> 
ne pourra être développée que d'une seule manière en une série con- 
vergente de la forme de celle que renferme l'équation (lo), si la somme 
de cette série doit représenter la fonction, quel que soit /?. Si, pour 
fixer les idées, on suppose la fonction f{p) réduite a 



TT 


itp 

r 

e -he 


r 


ar 


r 

e — e 


r 



la série dont il s'agit sera nécessairement 



I I 



^ P f'^ -h p* 4 /•' -T- p* 



150. 

Calcul intégral. — Note sur les /onctions alternées et sur les sommes 

alternées, 

C. R., t. XIII, p. 939 (i5 novembre i8ji). 

Cette Note, qui sera publiée en entier dans les Exercices de Mat/ie- 
matiques, a pour objet la démonstration de diverses propriétés des fonc- 
tions et des sommes alternées. Je remarque, entre autres choses, que 
si, la fonction f(x, j, 5, ...) étant rationnelle par rapport aux va- 



j 
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riables x, v, :;, . . ., on pose 

5 = S[±f(j:-,^>-, -, ...)]. • 

la somme alternée s sera de la forme 

1\ V, W désignant des fonctions entières de a:, j, :?,..., et P étant de 
la forme 

P = (x — 7) (or — 5). . .( V — -3) ; 

puis, en partant de cette remarque, j'établis la formule 



«(II— 1» 



S ± ' = (— i)~^ 

L (^-«)Cr-^)(--^).-.J 



P9t^ 
V 



n étant le nombre des variables x, y, z, ..., ou des constantes a, i, 

r (£ désignant ce que devient le produit P quand on y remplace 

res variables par ces constantes, et la valeur de la fonction Y étant dé- 
terminée par la formule 

V — Gr — a)(.r — ^>)(ar — c)...(/ — a)(r~-/»)(j — c)...(w-~a)(^ — 6)(5-c).... 

Si, pour fixer les idées, on pose n = 2, on obtiendra la formule 

I I {a — h){x — v) 

Si l'on pose n = 3, on obtiendra la formule 



4- : TT-, rz : -H 



l*' — «) (:y — P) (- — ^') (^ — ^) (f — c) {z — a) (j? — c) (y~a)(z — b) 



^x^a)(Y-c){z--b) (x-b)i,y-^a){z-c) (x — c){y'-^ b)(z-a) 

(g — 6) (g — c) (b — c) ( . r —7 ) (x ~ z) (y -- ;;) 

(.r -â)(x -b){jr- c)(y -a)(y^ b) (7- c) (z -a)(z- b)\z - c) ' 
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151. 

Observations relatives à une Note présentée par M. Blanchet('). 

C. R., T. XIII, p. 960(15 novembre 1841). 

La Note que M. Blanchet vient d'ajouter aux beaux Mémoires qu'il a 
présentés a rAcadéniie traite une question importante dans la théorie 
des ondulations, la question de savoir ce que deviennent les valeurs 

(*) Mêgàkiqdb. — Note sur tes mouvements très petits qui subsistent entre les 
différentes nappes de Vonde, dans la propagation d*un ébranlement central; 
par M. P.-H. Blàughst. 

Dans le préambule d'un Mémoire inséré au n* 8 du tome XUI des Comptes rendiLs («^j, 
M. Caucby dit que la dérivée de Tordre /i — i de sa fonction principale s'évanouit tou- 
jours pour tous les points qui ne sont pas in6niment rapprochés de la surface de l'onde. 
11 étend ces conclusions au cas où Tétat initial est quelconque. A la page 41^- (^)> qui ter- 
mine le Mémoire, les mêmes conclusions sont reproduites. 

U suivrait de là qu'il n'y aurait rigoureusement rien entre les différentes nappes de 
Tonde. Cependant les formules que j'ai données dans mon dernier Mémoire- conduisent à 
des conséquences contraires. 

Les intégrales triples, que j'avais négligé d'écrire dans le troisième Mémoire, peuvepl 
être présentées sous la forme 

(0 ( 



8 






comme on peut le voir dans le quatrième. 
s a remplacé p, et Ton a fait les transformations 

Ijc — X = ap, Qt = cosiïT, 
j — p. = 6p, 6 = sinm cosO, 
3 — V = YP, 7 = slnOT8in6; 

(^) /(^»l^,^) = /(-^ — ac?,.r — Sp, «-ïP)=^X(p)• 

La fonction x(p) s'évanouit pour les valeurs de m, et p, qui ne répondent pas à quel- 
qu'un des points de Tespace primitivement ébranlés. Si donc les limites NV et N'/ de lu 
première des intégrales (1) sont, Tune au delà, l'autre en deçà des valeurs de p pour les* 
quelles la fonction y ne s'évanouit pas, on pourra prendre, pour limites de l'intégration 

(•) QEut^res de Caucky, S. I, T. VI, p. 288 (Extrait n» 142). 

(*) OEuurtt de Cauchy, S. I, T. VI, p. 3oa et 3o3 (Extrait n» 142). 
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des inconnues entre les diverses nappes de la surface des ondes. M. Blan- 
chet ayant cité un passage de l'un de mes Mémoires, je demanderai 
d'abord la permission de relire le commencement de ce passage. Voici 
ce que je disais dans le Compte rendu de la séance du 23 août dernier. 

• 

relative à r, o et 4- ac; car au fond la triple intégration se rapportera à toute la portion de 
l'espace primitivement ébranlée. 

Si Ton fait, dans la première des intégrales (i), la transformation inverse de la transfor- 
mation ( 2 ), on trouvera 

cl les limites des X, fx, v seront — » et + oo, ou, si Ton veut, les limites de Tébranlement 
primitif. 

La seconde des intégrales (i) donnera un résultat semblable; ^\ sera remplacé par t^\. 

Le radical 



ost du môme ordre de grandeur que /, car il est compris entre des quantités de la fonne 
N/. D'ailleurs les fonctions ^\ et <p^ sont homogènes de Tordre — i. Ainsi, en général, les 
intégrales de la forme (4) seront de môme ordre que le volume de l'ébranlement primitif 
divisé par la quatrième puissance du radical (5). 

11 faudrait donc que les fonctions <pf et (ps présentassent des particularités bien extraor- 
dinaires pour que les intégrales (i) fussent rigoureusement nulles. 

Il est évident qu'on peut arriver à un résultat analogue dans le cas où la plus grande 
nappe n'enveloppe pas toutes les autres. Il suffit de substituer à la surface qui limitomit 
naturellement Tonde extérieure une certaine portion de surface développable au delà de 
laquelle il n'y a rigoureusement rien(^). 

Cola posé, dans les valeurs générales dos déplacements S, t], (, les fonctions qui ex- 
priment les déplacements à Torigine du mouvement produiront des termes de la forme dos 
intégrales (i). Les fonctions qui expriment les vitesses initiales produiront des termes de 
môme forme; seulement, au lieu des fonctions ^\, o",, on aura des fonctions 4»',, 4»',. 

Dans les valeurs do j? , —, -7^ , on aura encore des termes de même forme. Mais les 

ai at at 

déplacements primitifs amèneront dans les intégrales ^s, <P), tandis qae les vitesses ini~ 

liales y donneront <!>",, ^\, 

Ainsi, il y aura des déplacements et des vitesses entre les nappes de Tonde. Toutefois 
ces déplacements et ces vitesses seront très petits par rapport à ceux qui auront lieu dans 
les nappes mômes de Tonde, quand les dimensions do cette onde seront devenues très coq> 
sidérables par rapport aux dimensions de la portion de l'espace primitivement ébranlée. Si 
Tonde produit un phénomène sensible, ce phénomène pourra disparaître entre les nappes 
de Tonde à une assez grande distance de l'ébranlement primitif. Jamais il ne sera rigoureu- 
sement nul. 

Ces conclusions s'accordent d'ailleurs avec les résultats obtenus par M. Poisson dans le 
cas do la propagation spbérique (t. X des Mémoires de l'Académie), 

(■) Voir Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences^ t. XIII, p. 197 et SSq. 
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De la réduction que jai obtenue, il résulte que la dérivée de la fonction 
principale de V ordre n — x se réduit, pour les points situés dans V intérieur 
de ronde, à une quantité infiniment petite, et, pour les points situés hors 
de cette même onde, à une quantité infiniment petite d* un ordre plus élevé. 
Jusque-là les calculs de M. Blanchet et les miens se trouvent complète- 
ment d*accord. Seulement, après avoir donné mes calculs, contre les- 
quels aucune objection ne s'est élevée jusqu'à ce jour, j'ai observé que 
des infiniment petits d'ordres supérieurs peuvent toujours être négligés 
relativement à des infiniment petits d'ordre moindre; et j'ai cru pou- 
voir conclure de cette observation qu'il n'existe rien entre les diverses 
nappes. M. Blanchet, sans attaquer mes formules, a déduit des siennes 
une conclusion contraire. Mais il reste ici une difficulté à résoudre; 
car on ne voit pas comment il arriverait que les conclusions auxquelles 
j'étais parvenu ne pussent se déduire de l'observation sur laquelle elles 
sont fondées. D'ailleurs la solution de la question agitée en ce moment 
repose sur des considérations tellement délicates que, avant de pronon- 
cer définitivement s'il existe quelque chose, ou s'il n'existe rien entre 
les nappes, il me parait nécessaire de revoir tous les calculs, et de 
comparer entre elles les diverses formules. C'est ce que je me propose 
de faire. La Note de M. Blanchet sera un document nouveau qui pourra 
servir à éclaircir la question; et, si M. Blanchet a raison dans cette 
Note, je serai certainement le premier à lui rendre justice. 



152. 

Analyse matoématique. — Note sur divers théorèmes relatifs à la rectification 

m 

des courbes, et à la quadrature des surfaces. 
C. R., T. Xffl, p. io6o (6 décembre 1841). 

Dans un Mémoire lithographie en i832, j'ai donné les propositions 
suivantes : 

Théorème I. — /? désignant V angle polaire que forme une droite 00' 
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hs un pian avec un axe fixe: S le système d'une ou de 

Mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes, 

JfrnuU's; A la somme des projections absolues des dix ers 

I t/roile 00', cl r. le rapport de ta circonférence au dia- 



\ d '^nant I ' an zle forme par une droite queleonqw ( )0' 

P / r an !:le formé jHir le plan des deiir drni/es OP. 00' 

iferf/ir la premièrr : S Ir sYSténic d'uvr nu dr pfu- 
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s '.ur lui pUtit lUK/icrpendiridai/'' à la droite 00' ; 
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en recUmgles égaux et très petits par deux systèmes de droites parallèles à 
deux axes donnés. Soient A, k les dimensions de chaque rectangle, mesu* 
rées parallèlement au premier et au second axe. Soient encore H et K les 
projections du contour S sur le premier ou sur le second axe. Si l'on prend 
pour valeur approchée de l'aire A la somme des rectangles qui sont entiè- 
rement renfermés dans cette aire, sans être tras^ersés par le contour S, l'er- 
reur commise sera inférieure au double de la somme 

liK-^-kH. 

Considérons maintenant une aire plane A renfermée entre les péri- 
mètres de deux polygones construits de manière que les côtés du 
second polygone, parallèles à ceux du premier, en soient constamment 
séparés par la distance A. L'aire A^ composée de trapèzes dont les hau- 
teurs seront égales à A, aura évidemment pour mesure le produit de 
la distance h par la demi-somme des périmètres des deux polygones 
donnés, ou, ce qui revient au même, par le périmètre d'un troisième 
polygone dont chaque côté divisera la distance h en parties égales. Or, 
il suffira de transformer ce troisième polygone en une courbe plane * 
dont le rayon de courbure surpasse constamment la distance k = ^h^ 
pour obtenir la proposition suivante : 

Théorème VI. — Supposons que le centre d'un cercle, dont le diamètre 
est 2 X:, se meu^^e, dans un plan donné, sur une courbe fermée, dont le 
rayon de courbure surpasse constamment le rayon k. L'aire comprise entre 
les deux ens^eloppes intérieure et extérieure de l'espace parcouru par le 
cercle aura pour mesure le produit 

2 k S, 

S désignant le périmètre de la courbe. 

Le théorème précédent fournit un moyen facile de trouver la limite 
de l'erreur commise, quand on substitue à l'aire d'une courbe plane 
l'aire d'un polygone inscrit ou circonscrit à cette courbe. 

Il peut aussi fournir des relations entre des intégrales définies. Pour 
donner un exemple de ces relations, supposons que la courbe sur 
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Ile contre du cercle se confonde 9vec une ellipse dont 

ent 

a cl b'^a. 

. \ les couiiloniiùe^i couiantes de celle ellipse, on aura 



Oiilrairc .x, v les eoordoiinées eouraiiles de la eir- 
icle ilont le rayon est X-, et dont ie centre se promène 
fie l'ellipse, on aura 

(- -X)' :-(.V-.V)^=/.'. 

j^e l'excentricité : de IVIMpse f^era liée au\ dcmi-nscsa 
"ile^ 



^{-^^f- 



ou /*-.((i -t'j'-, 



[k smpasscia couitamment le rayon de conrhuic ; de 
(^ su|)âieui' à la valeur uiiniuiuui de ^, c'csl-à-diiv au 



tiiSPion» il'aburd, ilaiLs le [thiD ile> x, j, les enveloppes 
x'i'iciire (le l'espace que iravurse le cercle leprésenté 
srt iç^l). l'our obtenir les c(}uations de ces enveloppes, il 
•i^>i! aux l'orninles ^i i et 'i ) celle que produit l'élimina- 
fe/vîntre *»'' ia<*Ç'es fnÇmule^HîiréiîTiliePtnar tsrtport 

rîM. ié^ ^m ify Î4% 1^ 1^ 1^ 




tr '* 



1^ • t,?^ t" •■. 
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en sorte que les formules (3), (4) donneront 



a^œ^ 



b^Y' 



(6) 












• 

et les enveloppes dont nous avons parlé seront les deux courbes repré- 
sentées par Téquation en x et y que produira Télimination de 6 entre 
les formules (6). Si aux coordonnées rectangulaires x, y on substitue 
des coordonnées polaires r.p^ liées aux premières par les équations 

jr = r cos/?, ^' = /• sin/?, 

on tirera des formules (6) 



(7) 






6 désignant une racine de Téquation du quatrième degré 



(8) 



(5«-. a* A:») {S H- 6«)» cos'-p -+- (©»— ^>*A:«) (0 h- a«)» sin*/? = o. 



Il est bon d'observer qu'en vertu de cette dernière équation le second 
membre de la formule (7) pourrait être réduit à une fonction entière 
de 0, et même à une fonction entière du troisième degré. 
Soient maintenant 

les deux racines réelles de l'équation (8), relatives aux deux enve- 
loppes; soient encore 

les valeurs correspondantes de r' tirées de la formule (7), et >1 l'aire 
comprise entre les deux enveloppes. On aura, en supposant r*< r% 



(9) 



^='^f\rj-rj)dp. 



D'autre part, le périmètre 5 de l'ellipse sera, comme l'on sait, déter- 
miné par la formule 



(10) 
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Ifj lli orèmc VI. on aurn 



<i1 1 ■ uiiL' ii'laliuii enirc deux i[itégiales (U'riJiit.'s, dont 
{Il 1; rçuiarquiilile qui.' la l'uuctiuii sous le sigue / 
|à>nl du deux ruciuos tVL'lles d'une cqualiuii du qua- 

p l>iut élrc aisémcDl véritiéc dans des cas pai'ticu- 
I '•1 l'on suppose ù = a. ou. ce qui revient au même. 
•A&^^ H] et (7^ donneront 



rait h formule 

I, l'on sujiposi' /" tri's petit, la fnr'nuile 'S) donnera 
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OU, ce qui revient au même, 

7> si 




' b'' ) . , r'/cos»» sin»o\» . 

Or, pour obtenir directement cette dernière formule, il suffit de prendre 

/cos'p sin*p\~* 
«cos9 = cos/>^-^-(--^j • 



153. 

Calcul intégral. — \ot€ sur quelques théorèmes de Calcul intégrai 

C. R., T. Xni, p. 1087 (i3 décembre 1841). 

Je donne dans cette Note un théorème de Calcul intégral qui com- 
prend comme cas particulier le théorème déjà connu à Taide duquel 
on transforme en intégrale simple une intégrale multiple, produite par 
plusieurs intégrations relatives à une même variable. Je remarque, en 
outre, que ce dernier théorème peut être utilement appliqué à la déter- 
mination de la fonction principale qui vérifie une équation caractéris- 
tique homogène. Enfin je me sers des formules ainsi obtenues pour 
éclaircir une difficulté qui a été soulevée dans la séance du i5 no- 
vembre, et que je vais rappeler en peu de mots. 

Dans le préambule du Mémoire inséré au n° 8 du Tome XIII des 
Comptes rendus (*), j'ai considéré une fonction principale, propre à 
vérifier une équation caractéristique homogène de l'ordre n, entre trois 
coordonnées et le temps t\ puis, en supposant que la valeur initiale de 
la dérivée de cette fonction, différentiée n — i fois par rapport à /, 
dépendait de la distance à un centre fixe, et s'évanouissait toujours en 



( » ) couvres de Ccmchy, S. I, T. VI, p. 288. 



^w§m 
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déciitc (lu niênic centre avec un rayon Irï's petit, 

■ée .u icduUuU, ijourlea puinii sùués dans l'iuiêrieur 

à une qaa/ililc Injinimviil pt lilc, cl, //our la poi/ili situés 

«/uti/itih' infiniment pilile d'un ordre plus clet-c. J'ai cru 

huv qur la même dérivée s'tvanouil, dans l' /lypothése 

lus Icx points gui ne son/ pas infiniment l'approches delà 

w. U'un autre côtô, M. Uianchet, après avoir rappelé le 

viens de citer, a conclu tie ses formules (\\x'U y a des 

des ritesscs entre les différentes nappes de la surface des 

iscrvé qu'il ae troiivnil en cela d'a^'cortl avec Ips résul- 

spon a déduits '1rs înféjïrale< relatives aux ondes sphé- 

"quc ces diverses conrtiisions puissent paraîlre cfintra- 

niicr abord, cependant un ex.iinen alteulil ra';i conduit 

conlradicliou c.-l ^cuIcrlh'nt apparciilo. Ainsi, par 

ijiiani im;3 fmuiulcs ,'i de> ctiuatinns liuiiioyciics qui 

>niiiie cun particulier celle duul M. INiissoii ^'esl occupé, 

moins pour ces eijualiuiis, la dérivée de l'oidre /; — i de 

iicipale cbl cllediveiiicut nulle dans tous les points 

diverses nappes, ou entre ces mêmes nappes, tandis 

principale elle-même s'évanouit en dehors de la plus 

sans devenir nulle, ni entre les diverses nappes, ni en 

petite. Ainsi, jusqu'à présent, rien n'intirme le 

'avais énoncé. D'ailleurs les méthodes que j'ai dojinées 

ents Mémoires, jointes à la lernarqne présentée au com- 

cctte Npti'. fo.urnisseni les moyens de, parvenir avec 



«S "S 
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deux l'aleun particulières de s, et supposons que la fonction v s'évanouisse 
pour s = ':^ avec ses dérivées d'un ordre inférieur à n. Si l'on pose 



(0 

on aura 



U=r f ... r uds'', V = I);r, 



(a) * f uvds = {-^iy r VVds. 

Démonstration. — Pour établir la formule (2), il suffira évidemment 
d*appliquer n fois de suite Tintégration par parties à la transformation 
de rintégrale 

/ uv dsy 

en faisant porter les diflerentiations sur le facteur v et sur les dérivées 
de ce facteur- 

Corollaire I. — Si Ton suppose t = o, et si Ton indique a l'aide de 

la caractéristique 

Dr 

n intégrations effectuées par rapport à la variable s, et à partir de 
.f = o, la formule (2) pourra s'écrire comme il suit 



(3) 



/ uçds—j l)-''u,J)';vds. 



Corollaire IL — Si, dans la formule (2), on pose 
m désignant une quantité positive, on trouvera 

Dans cette dernière formule, comme dans l'équation (2), la fonction r 
est assujettie à la condition de s'évanouir avec ses dérivées d'un ordre 
égal ou inférieur à /i, pour ^ = t. Or cette condition sera évidemment 

Œuvres de C. — S. I, t. VI. 4^ 
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remplie si l'on prend 

^'— f f -' f ({s)ds'', 

vi alors la formule (4) donnera 

(t-sY^\ / .../ ï{s)ds^^'r^ ^ ^ ^\ J(s)ds, 

J-, .K -A Jx ('W-+-i)...(m-h/l) ' 

Si dans la formule (5) on pose m = o, et si en même temps on y 
remplace n par /i — i, on obtiendra une équation qui pourra s'écrire 
comme il suit 

Or l'équation (G), dans laquelle nous pouvons remplacer n par w — i, 
renferme un théorème déjà connu [voir le Résumé des Leçons sur le 
Calcul infinitésimal y p. 1 4o ( * )], et dont voici l'énoncé : 

Théorème II. — L* intégrale multiple qui résulte de n intégrations effec- 
tuées par rapport à une même vanable t, et à partir de V origine / = t, sur 
une fonction donnée f[t)^ peut être transformée en intégrale simple par 
Véquation 

55 II. — Transformation de la fonction principale qui vérifie une équation 

linéaire aux différences partielles. 

Soit 

F(-'', V, c, . ..,0 

une fonction de plusieurs variables x, r, :;, ...,/, entière, du degré n, 
et dans laquelle le coefficient de t'* se réduise à l'unité. Supposons 
d'ailleurs, pour fixer les idées, que les variables 

( « ) OEuvrex de Cauc/ir, S. H, T. IV. 
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réduites à quatre, représentent trois coordonnées rectangulaires et le 
temps. Enfin soit ts une fonction principale, assujettie a vérifier, quel 
que soit /, Téquation caractéristique 

et, pour / = o, les conditions 

Les méthodes exposées dans les précédents Mémoires fourniront tou- 
jours, et dans beaucoup de cas avec une grande facilité, la valeur géné- 
rale de 

e'est-k-dire la dérivée de Tordre /t — i de la fonction principale. Or, 
pour revenir de cette dérivée à la fonction elle-même, il suffira évidem- 
ment d'effectuer n intégrations successives, par rapport à la seule 
variable /, et à partir de / = o. On y parviendra sans peine à Taide de 
la formule (7) du § I•^ En effet, si Ton désigne par 

f(0 

la valeur de DJ'"'ct considérée comme fonction de /, on aura, en vertu 
de cette formule, 

(3) GT :=. C'^-'y\'2_ f (^) ds. 

J^ I.2...(/i— 2) 

Pour montrer une application de la formule (3), prenons 

(i) tîj(x,j,^) = n(/-) = n(-r), 

la valeur de r étant 

r =: v^j^* -f- 7^ -h -S 

et supposons en outre que la fonction F(.r, v, :?,/) se réduise a une 
fonction homogène de r et de /. Alors, en vertu d'une formule que 
j'ai donnée dans le Compte rendu de la séance du 19 juillet dernier 
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[p. 1190], on aura 

,x\ n«-i r '"''"' (r + MOn(r-t-MO + (r-t>on(/- — mQ 

^'^ "' '"-<^'(F(«,...n....)J„ Ï7 ' 

1/, i', w^* étant assujettis à vérifier la condition 

Si d'ailleurs ¥{x,y,z,t) est une fonction paire de /, les diverses va- 
leurs de (o propres à vérifier Téquation 

(6) F(w, r, t»», w) = 

seront, deux à deux, égales aux signes près, mais affectées de signes 
contraires; et, par suite, la formule (5) pourra être réduite à 

Cela posé, concevons qu'à l'origine du mouvement la valeur de 
D"''©, représentée par n(r), soit toujours nulle hors des limites très 
rapprochées 

La valeur générale de DJ'~'gt s'évanouira évidemment, au bout du 
temps /, pour tous les points qui ne se trouveront pas renfermés dans 
l'épaisseur d'une onde comprise entre deux surfaces sphériques dont 
les équations seront de la forme 

elle s'évanouira donc, pour tous les points situés, par exemple, entre 
deux ondes de cette espèce, ou en dedans de l'onde la plus petite. Mais 
on ne pourra, en général, en dire autant de la valeur de gt, qui, en 
vertu des formules (4) et (7), sera 

(8) X3^r """' f' (^-^)""' (/•-o)5)n(r-a) ^)^ 

C^(F(«, i', iV, w))caj^^ l.2...(/l — 2) r 

(«) Œuvres de Catw/if, Série I, Tome IV, p. a53; Extrait n" 13i. 
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ou, ce qui revient au même, 

Si de cette dernière formule on veut, en particulier, déduire la valeur 
de tar correspondante : i® à un point situé en dehors de toutes les 
ondes; o!^ à un point situé en dedans de la plus petite, on trouvera, 
dans le premier cas, 

et, dans le second cas. 

Si Téquation caractéristique donnée se rapporte au mouvement d'un 
système isotrope, la fonction 

F(j-,7,5, 
pourra être réduite à la forme 

F(x, y, 5, = [^'~ Û' (^' ^ 7* + 5»)] [/« - Q!^ {x^ -h 7« -h ^»)], 

û, Q' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales. Alors Téquation (7) donnera 

1j:jb^=^u.- — ^ ^^ — ^ - 

('2) { 

i ^ {r-a't)U(r-QU)-h(r-hÇiU)n(r-h^'l) 

[ 2 /• 

les valeurs de [x, v étant 



i2i_i2'i 12'^— 12* 



Cela posé, supposons que la valeur initiale II (r) de D'gt s'évanouisse 
pour une valeur numérique de r supérieure à e. Alors, en supposant 



'•>£, 



382 COMPTES RENDUS DE LACADÉMIE. 

on verra la formule f i 2) se réduire à 

(i4) D/bj — jjti- hv 



'À r î /• 



et la formule (9) donnera 

m 

i "" '-'- Tn-r f ('■ - •' - "0'* n(5) ds 

(I-)) 

f -^TWr;.!' ir-s-ii'iysa(s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps/, la première entre les surfaces 
sphériques représentées par les équations 

la seconde entre les surfaces sphériques représentées par les équations 

Or si, pour fixer les idées, on suppose 

^l' > il 

on tirera de la formule (i5) : 1" pour un point situé en dehors des deux 
ondes 

( I G ) Gj --II. G : 

2" pour un point compris entre les deux ondes 

(17) u5--^^^^r--{r-irt) f s'n{s)ds; 

'^"^ pour un point situé en dedans des deux ondes 



GJ —- 
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ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (i3), 

(.8) "^^^ il'di + iî') //^^'^'''- 

Si Ton supposait en particulier II(^) réduit à une constante A, on au- 
rait, dans les formules (17), (18), 



/ 



s^n{s)ds=ilhEK 

— 6 



11 suit d'ailleurs de ces formules que, dans le mouvement d'un système 
isotrope de molécules, et dans le cas où l'équation caractéristique 
devient homogène, la fonction principale gj, toujours nulle en dehors 
des deux ondes, cesse de s'évanouir entre ces ondes et en dedans de 
la plus petite. Ces conclusions s'étendent au cas même où les valeurs 
initiales de ts seraient représentées, non plus par n(r), mais par 
Gï(,r, r, 5). Dans ce dernier cas, la valeur générale de gt se déduira 
aisément des formules que nous venons d'établir, jointes a l'une de 
celles que renferme le Compte rendu de la séance du 5 juillet dernier 
[ro/r la formule (i4)» p- 9(')]« C'est ce que nous expliquerons plus en 
détail dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

Dans un nouvel Article, nous généraliserons les résultats auxquels 
nous venons de parvenir, et nous donnerons d'autres applications de 
la formule (3). 



154. 

Calcul intégral. — Note sur la réduction de ta fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène, 

C. R., t. XIII, p. ir-27 (20 décembre 1841). 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu- 
laires ^r, V, z et le temps t. Soit d'ailleurs F(.t, y, :;, t) une fonction de 

(») Œuvres de Cauchy^ S. I, T. VI, p. aïo. Extrait n' J29. 
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ces variables, entière, homogène, du degré /i, et dans laquelle le coef- 
ficient de /" se réduise à Tunité. Enfin supposons que, F(a-, j, s, /; 
étant une fonction paire de /, Ton nomme gt une fonction principale 
assujettie : i** à vérifier, quel que soit /, Téquation caractéristique 
homogène 

(I) F(D,,D,.,D.,D/)m==:o; 

3** à vérifier, pour / = o, les conditions 

la valeur de r étant donnée par la formule 
et la fonction II (r) étant telle que Ton ait 

n(-r)-^n(/-). 

U*aprës ce qui a été dit dans le Compte rendu de la séance du 23 août 
dernier [page 4o8» formule (8)](*), on aura 

les valeurs de //, %\ (v, o), s étant déterminées par les formules 

{!\) ii3=cos/>, i' =r sin/i COS7, ir = sinpsin^, 

(5) F(m, r, ir, w)=:o, 

(6) s^=. ux -\-vy -^wz — &)/. 

Si d'ailleurs la fonction 

n(r) 

s'évanouit hors des limites 

/• = — £, /• = £, 

t désignant un nombre très petit, il importera surtout de calculer la 
partie de ts correspondante à une nappe de la surface des ondes, dans 

( » ) OEuvrer de Caudif, S. I, T. VI, p. 299. Extrait n* 1 4i. 



f 
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le cas où le point {oc, y, z) sera très rapproché de cette nappe. Or une 
nappe déterminée de la surface des ondes correspond à une racine dé- 
terminée de l'équation (5). De plus, l'équation (6), lorsqu'on y consi- 
dère 0) comme une fonction déterminée de w, i\ w, établit une relation 
entre les angles polaires/), q; etpar suite représente un cône qui coupe 
suivant une certaine courbe la spbère décrite de l'origine comme 
centre, avec un rayon égal à l'unité de longueur. Nommons K Taire 
mesurée sur la surface sphérique dans l'intérieur de cette courbe, en 
supposant que le point [x,y,z) soit très rapproché de la surface des 
ondes, ou plutôt d'une nappe de cette surface, et qu'un plan tangent 
mené à la surface dans le voisinage du point (ar, j, s) ne la traverse 
pas. Il est aisé de s'assurer que, pour des valeurs finies de r, la partie 
de GT correspondante à la nappe que l'on considère se réduira sensible- 
ment à la partie qui répond à cette nappe dans l'expression 

les valeurs de w, v, w étant déterminées en fonction des coordonnées 
.r, y, r, ou, ce qui revient au même, en fonction des rapports 

-> =^> -> 

r r r 

par la formule (5) jointe aux suivantes 



( 



ux -h vy ■+- ivz = wf > o, 
\ DmOi) D(^ot) DtvOj 

et p désignant la plus grande valeur que ^puisse acquérir. 

Exemple, — Supposons que la surface caractéristique, c'est-k-dire 
la surface généralement représentée par la formule 

se réduise à la sphère dont l'équation est 

Œuvre» de C. — S. I, t. VI. ^9 



386 COMPTES RENDUS DE LACADEMIE. 

Ù désignant une quantité positive. Alors la valeur de (o, qui doit rester 
positive, en vertu de la première des formules (8), sera simplement 

et si, dans l'équation (6) réduite à 

on considère w, r, cr comme représentant des coordonnées variables et 
rectangulaires, cette équation sera celle d*un plan dont la distance ù 
l'origine se trouvera exprimée par le rapport 

ilt-i-S 

— • 

l/aire K du segment intercepté par ce plan sur la surface de la sphère 
dont l'équation est 

«'-t- (»'-{- H'*^ I 

aura évidemment la valeur que détermine la formule 






On «lura donc, dans le cas présent, 

|),K :=-?''. 

r 

De plus, r étant la valeur maximum de ux -h vy -h wz, la plus grande 
valeur que puisse acquérir la quantité 

5 r= MJ7 -h CV -h \VZ — Ht 

sera r— Ùt, On aura donc 

pz=ir — ilt, 

et la partie de l'expression (7) correspondante à a> = li sera 

-Ml 



*■ —6 



Or, dans l'exemple que l'on considère, l'expression précédente repré- 
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sentera précisément la valeur générale de us, en sorte qu'on aura, pour 
des valeurs finies de r, 

"'""«" J_. *"^*^''*' 

_„ (r-at)n(r-Qt) 

•a/* 

('es conclusions s'accordent avec celles que nous avons obtenues dans 
la précédente Note. 

Dans un autre Article, nous montrerons comnoent on peut générale- 
ment calculer l'aire ci-dessus représentée par la lettre K. 



155. 

(Ialcul intégral. — Addition à la Note insérée dans le Compte rendu 

de la précédente séance. 

C. R., t. Xni, p. ii3o(uo décembre 1841). 

Lorsque, pour un système isotrope de molécules, les équations du 
mouvement deviennent homogènes, les déplacements 

d*une molécule, mesurés parallèlement aux axes, se déduisent de la 
fonction principale xs à l'aide des formules que j'ai données dans la 7* 
et la 8* livraison des Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 
Or, de ces formules combinées avec les équations (16), (17), (18) de la 
page 1094 (*), il résulte que, dans le mouvement dont il s'agit, les dé- 
placements, et par suite les vitesses des molécules s'évanouissent, en 
dedans et en dehors des deux ondes propagées, et même entre ces 
deux ondes. Quant à la fonction principale, dont la dérivée du troisième 

(») Œuvres de Cauchf, S. I, T. VI, p. 382, 383. Extrait n" ir>3 
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ordre est constamment nulle, pour les points non situés dans l'épais- 
seur de l'une des ondes, si elle cesse de s'évanouir au bout du temps /, 
pour un point situé entre les deux ondes, ou en dedans de la plus 
petite, cela tient évidemment à ce qu'un tel point a dû certainement, 
avanl la fin du temps /, se trouver renfermé dans l'épaisseur de l'onde 
la plus grande, ou même successivement dans l'épaisseur de l'onde la 
plus grande, et dans l'épaisseur de la plus petite. Observons encore 
que, dans la formule (i5) de la page 1093 (*), on peut remplacer la 
seconde limite r de chacune des intégrales que renferme le second 
membre par la limite e. 
Observons enfin que, si l'on combine la formule (5) de la page 1091 i^. 

avec la formule (i4) de la page 9(*), on retrouvera l'équation (i5) de 
la page 1 23 ( *), les valeurs X, (x, v étant données par les formules (12^ 

de la page i22(*), dans lesquelles on devra poser 

Si le premier membre Y[x,y, z,t) de l'équation caractéristique était 
fonction, non plus de t et du rayon vecteur r, mais de t et de t, le carré 
de X étant une fonction homogène du second degré en Xj j, 5, la valeur 
générale de D""*© se trouverait encore exprimée par une intégrale 
double, en vertu d'une formule qu'il est facile d'obtenir. Cette der- 
nière formule, analogue à l'équation (i5) de la page i23, comprendrait 
comme cas particulier la formule (20) de la page 206 du Tome 1" des 
Exercices (*). 

Nous remarquerons en finissant que, dans la formule (i4) de la 
page 1 19(0, on doit remplacer évidemment le produit co/ par le rap- 
port Yy» la valeur de Q étant celle que donne l'équation (3) de la 

(») Œuvres de Cauchyy S. I, T. VI, p. 382. Extrait n" 153. 

(«) Id, Id. p. 38o. » n*» 153. 

(>) Id, Id. p. 2IO. » nM29. 

(*) Id, Id. p. 258. » nM34. 

(») Id, Id. p. 25;. j. nM34. 

(') Id, S. n, T. XI. Nouveau.c Exercices. 

(') Id, S. I, T. VI, p. 254. Extrait n« 134. 
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page 98 (*). C'est ce que l'on reconnaîtra sans peine on effectuant le 
calcul indiqué à la page ii8(^). 



156. 

Calcul intégral. — Note sur dh^erses transformations de la /onction 
principale qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. R., t. XIV, p. 1 (3 janvier iSfa). 

Les mêmes choses étant posées que dans le Compte rendu de la séance 
du 20 décembre dernier, considérons de nouveau la fonction princi- 
pale x3 déterminée par la Formule 



,11c xtIC 



les valeurs de w, r, w^ s étant 

(2) // = cos/?, \^ =iSinpcosqf ir = sin/>sin7, 

(3) s ^= ujc -^ çy -h wz — (ùt. 

L'équation (i) pourra s'écrire comme il suit 
la valeur de ç étant 

(5) Ç:=z ux -\- ^'/-H ^VZy 

et Ton pourra d'ailleurs considérer m, ^s w comme représentant les 
coordonnées rectangulaires d'un point situé à l'unité de distance de 

(«) OHnçres de Cauchfy S. I, T. VI, p. ^33. Extrait n*» 133. 
(«I Id. Id. p. 253. » nM3i. 
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Torigine des coordonnées. Concevons maintenant que, cette origine 
restant la même, on transforme les coordonnées rectangulaires 



1/, r, ir 



en d'autres coordonnées rectangulaires 

U, V, w. 

Les équations de transformation seront de la forme 

( ti— y u -^ y' V ^-/w, 
les coefficients 

«, (3, y, a\ (3', /, a^ p% y' 

étant propres k vérifier les formules 

( a» -hp' -Hy» =1, «'« H-P'» -f-y'* =1, «"«4- j3'*-+- y^'rzr i , 

^ ) «'a''-h(3'P''-hy'y''=r_o, a'a -+- P'P 4- y'y = o, «a'-h (3;3'-+- yy'r= o; 

et aussi les suivantes : 

(a«-ha'* -+-«'* rrri, p«-h;â'» -+-P»» =1, y« -hy'* 4-y'* =i, 
/ i3y4-(3'y'-+-;3'y'' = o, ya + y'a'-f-y'a'^o, a^-ha'l^'-h «'(^'r^o. 

De plus, en posant, pour abréger, 
on tirera de la formule (5) 

(10) ç = A-u 4- -Tv 4- i\v. 

Enfin, en posant 

(11) u = cosp, V — sinpcosq, w = sinpsinq, 

on pourra, dans la formule (i) ou (4). remplacer le produit 

s'mpdgclp par s'mpdqdp. 
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et l'on aura, par suite, 



>S1C /,1C 



les valeurs de u, r, i^\ <; étant déterminées en fonction des angles 
polaires p, q par les équations (6) et (10) jointes aux formules (11). 
Si, pour plus de simplicité, on prend 

la formule (la) deviendra 



m y*ic 



(.4) '' = --4ri i j:-(^^s.nprfqrfp. 

Ajoutons que, si Ton nomme 

ce que deviennent 

quand on y remplace v par — v et w par — w, on pourra, dans la 
formule (i4)» supposera déterminée, ou par Téquation (i3), ou par la 
suivante : 

Revenons maintenant à la formule (12). On peut l'écrire comme il 
suit 

le signe 2 s'étendant à toutes les racines de l'équation 

(17) F(///, r/, «7, 5— ç) ~ o 

résolue par rapport à s. Cela posé, concevons que Ton désigne par 

«, S, y, 0, p 
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les valeurs de 



w, r, iï', 0), s 



fournies par le système des formules 

(i8) F(a, ^, «', w) =0, 

jc — /D«to y — /D„oj z — /Dt»a) 

(IQ) = • — m ç — oj/, 

(20) M* H- c' -h U'* = J , 

jointes à la condition ux -hçy -hwz^ o. ol^ 6, y, 0, p seront des 
fonctions déterminées de œ, y, 5, t. De plus, après avoir remplacé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second membre de la 
formule (16) développer, sous le signe /, le coefficient de 5n(^) en 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ascendantes 
de 5 — p, et alors on obtiendra pour développement de gt une série qui 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à s, attendu que les 
intégrations relatives à la variable q pourront s'eiïectuer à Taide do 
formules tirées du calcul des résidus. C'est ce que j'expliquerai plus 
on détail dans un nouvel article. 

P. S. — Si, dans l'équation (1), on pose pour abréger 

(21) sll(s) = ((s), 

elle donnera 

(22) D"^=— 7- / / ) Tv, \. sinpdgdp. 

Si d'ailleurs, 

désignant une fonction de x, y, 5, /, entière, bomogène et du degré m, 

on nomme 

D et cK 

ce que devient cette fonction quand on y remplace les variables 

^9 y^ ^9 ^ 

par 

Dx, D., D„ D, 
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ou par 



W, V, W, — 0), 



on tirera de la formule (22) 



>tic j^n 



(a3) Dr'ne = -7^/ / Sr^ = ^^OQ Sinpdq dp; 

puis, en supposant que Dgt ne renferme point de dérivées de xs rela- 
tives à /, et d'un ordre supérieur à /i — 2, on conclura de l'équa- 
tion (23) 

On pourra d'ailleurs faire subir au second membre de l'équation {l'i) 
ou (24) des transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
effectuées sur le second membre de l'équation (1). Les formules (23)» 
(24), et celles qui s'en déduisent, fournissent le moyen d'obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d'équations linéaires aux différences partielles, lorsque l'équation 
caractéristique correspondante a ce système est une équation homo- 
gène dans laquelle les dérivées relatives a t sont d'ordre pair. 
Si l'on prend en particulier n = D,, la formule (23) donnera 



>in ^TC 



Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo- 
sons 

a, 6, c, û désignant des quantités positives. L'équation (25) pourra 
être réduite à 



m y.ic 



(26) 0/©=—/ / r{s)smpdqdp, 

les valeurs de 5 et de co étant déterminées par l'équation (3) jointe à la 

couvres de C^h, I. t. VI. 5o 
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formule 

(.-) ^ = û(^_ + _ + _j. 

D'ailleurs les formules (i8), (19), (20), jointes à la condition a)>o, 
donneront 

\a V / 

(28) 'f_^__!:_^_r_^— — Y_fl 

et, en supposant 1/, ^, tv déterminés en fonction des angles polaires p, q 
par le système des formules (G) et (11), on tirera de l'équation (2G) 

(29) D^cirry-/ / r{s)sinpdqdp. 

si, dans cette dernière équation, on remplace la variable p par la 
variable s et si l'on développe ensuite le coefficient de V{s) en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de ^ — p, alors, 
en supposant la valeur de n(^) toujours nulle hors des limites très 
resserrées 

on trouvera, au bout d'un temps fini t, et pour un point situé dans 
l'épaisseur de Tonde propagée, 

D,CT — A, r r (s) ds -h Jit f (s — p)V{s)ds 

(3o) / ^-^ ^-; 

f H-AaT (5 — p)*r(5)d:s-f-..., 

OU, ce qui revient au même, 

(3i) D,nj — Aif(p) — As f f(5)</s — aA, f (5 — p) f(5)ûf5 — . . ., 
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la valeur de A, étant donnée par la formule 

dans laquelle on suppose 

(33) -ç — ( u - i) a; 4- v.T H- wt- - (w — 0) t, 

et le signe ^ relatif à la seule valeur zéro de la variable p. Sous cette 

condition et en vertu des formules que fournit le calcul des résidus, 
A„ se réduira toujours à une fonction déterminée de x^ j, z^ /. On 
trouvera, par exemple, 



157. 

CiLCUL INTÉGRAL. — Addition aux Notes insérées dans les Comptes rendus 

des séances précédentes , 

C. U., t. XIV, p. 8 (3 janvier 1842). 

Dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance du i3 dé- 
cembre dernier, j'ai indiqué les moyens d'obtenir, sous une forme très 
simple, la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique 
homogène; et, après avoir considéré en particulier le cas où Téquation 
donnée est celle qui représente les mouvements infiniment petits d'un 
système isotrope, j'ai ajouté, dans la séance du 20 décembre, que, 
pour déduire de la fonction principale les déplacements d'une molé- 
cule mesurés parallèlement aux axes, il suffisait de recourir aux for- 
mules établies dans les 7*^ et 8* livraisons des Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique. Quoique cette déduction ne présente aucune 
difficulté, elle n'est pas sans intérêt, puisqu'elle permet de suivre avec 
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plus de précision les phénomènes représentés par l'analyse. C'est ce 
qui me porte à exposer ici les détails des calculs que j'avais seulement 
indiqués. 

Considérons un système isotrope de molécules et supposons que les 
déplacements d'une molécule, étant mesurés parallèlement à trois axes 
rectangulaires, soient représentés, au bout du temps /, par ^, r^ ^ pour 
la molécule dont les coordonnées primitives étaient x^ v, z. Les équa- 
tions des mouvements infiniment petits du système (voiries Exercices 
(V Analyse et de Physique mathématique y 1. 1*"", p. 208) seront de la forme 

(I) (D? ~ E); = FD^u, (D? - E)ti = FD^:., (D?- E); = FD.-j, 

E, F étant deux fonctions de 

Di4-D*4-D|, 

entières, mais généralement composées d'un nombre infini de termes, 
et la valeur de \j étant 

(2) Uz=Dar|-HDyt)4-D,C. 

Posons, pour abréger, 

V'= D? - E, r= D? - E- (Di -h DJ -h D|)F, V =:: V'V. 

Soit d'ailleurs rs la fonction principale assujettie : 

,0 ^ vérifier, quel que soit /, l'équation caractéristique 

(3) Xxs=LO\ 

2** A vérifier pour / = o les conditions 
Enfin désignons par 

les valeurs initiales de 

et par 

9, X, '^, H», X, W 
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ce que devient la fonction principale xs quand on y remplace successi- 
vement la fonction arbitraire 

par chacune des fonctions (4). Les valeurs générales de Ç, y], 'C seront 

$ = V'(ai+D,9)-hFD^«, 

la valeur de » étant 

(6) « = D,(* -^ D,9) -4- D^(X -h D,x) -^ D,(V -+- I),^). 

Dans le cas particulier où les équations des mouvements infiniment 
petits deviennent homogènes, on a 

Q, û' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales; puis on en conclut 

et par suite 

V = [D? - ft*(Di 4- D} + D|)] [D? - Û'«(D« -+- D« -^ D* )]. 

Donc alors la fonction caractéristique se réduit au produit 

comme on le savait déjà. [Foirle Compte rendu de la séance du i3 dé- 
cembre, p. 1093 (*).] Ajoutons que, dans ce cas particulier et en 
posant, pour abréger, 

(8) CTi=rV*BT, Wt^V'w, 

on aura, en vertu de la formule (6) de la page 210 des Exercices d' Ana- 



(M Œuvres de Cauchf, S. I, T. VI, p. 38i. Extrait n* 153. 
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lyse et de Physique mathématique , t. I*"", 

(9) D?nj = fjiG5, + vcj,. 

Observons enfin que, dans ce même cas, les formules (5) donneront 

; ? = [D?-a'«(Di^DJ^DJ)](*-hD,9)4-{Û'*-Û«)D,«, 

(,o) r, = [D?-Û'*(Di + D«-^D|)](X4-D,x)H-(a"-Û')D3.«, 

( Ç :z= [D? - Q'*(D1 -+- D« -h D|)] (^'-f. Di4/) -h (i2'«- i2»)D,H, 

la valeur de h étant déterminée par Téquation (6). 

Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que xs[x,y,z) se 
réduise à une fonction de rayon vecteur 

1 

posons en conséquence 
et, de plus. 
Alors on aura 

(r — S2/) n(/' - i2o -+-(/•-+- S20 n(r -+- no 

jj/cy, i^ — j 

ï^ (r — Çl't)l\{r — Q!t)-\-(r^Q!t)\i(r^iït) 
r D|iîj,= —- > 

et, en vertu de la formule (9), 

(12) D?ny = |JLD/Cy, -\- vD/Gt,. 

Cette dernière équation coïncide avec l'équation (12) de la page 1093 
du Tome XIII des Comptes rendus {*). Si d'ailleurs II(r) s'évanouît 
pour une valeur numérique de r supérieure à e, alors, en supposant 

(i3) r>e, 

on tirera de la formule (12) 

wx f^, {r-at)n{r-at) (r-a'e)nir-irt) 

(i) Œuvres de Cauchj, S. I, T. VI, p. 38i. 
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et» par suite, 

ou, ce qui revient au même, r étant supposé > e, 

(i6) w=j^f ir^s-atysJl{s)ds-^j^ f {r^s--SrtysU(s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps /, la première entre les limites 

(17) r = £2^ — £, r = i2/-he, 

la seconde entre les limites 

(18) r = Q't — e, r — Q't-{-e. 

Enfin, si, pour fixer les idées, on suppose 

(19) 12'>12, 

c'est-à-dire, si la vitesse de propagation des vibrations longitudinales 
surpasse la vitesse de propagation des vibrations transversales, comme 
il arrive dans la théorie de la lumière {voir la 9* livraison des Exercices 
d'Analyse et de Physique mathématique y p. 3i2), les deux ondes seront 
séparées l'une de l'autre dès que l'on aura 

(20) t>^ 



9J-Q,' 



et alors on tirera de la formule (16) : i** pour un point situé en dehors 
des deux ondes propagées, 

(21) CJ=:0; 

7l^ pour un point situé dans l'épaisseur de l'onde la plus rapide, 

^'''''^ "^""^kj'f {r--'-^'n'snis)ds; 
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3^ pour un point situé entre les deux ondes, 

(23) w = ^ ^3 ^i=^£\^n{s)ds; 

4"* pour un point situé dans l'épaisseur de Tonde la plus lente, 

5"" pour un point situé en dedans de Tonde la plus lente, 

Comme je Tai déjà dit (i^o^rla séance du i3 décembre dernier), il suit 
des formules (lîi), (aS), (aS) que, dans le mouvement d'un système 
isotrope de molécules, et dans le cas oii l'équation caractéristique 
devient homogène, la fonction principale ter, toujours nulle en dehors 
des deux ondes proposées, cesse de s'évanouir entre ce3 ondes et en 
dedans de la plus petite. Mais, en vertu des mêmes formules, la valeur 
de DJgt, et même celle de D^gt s'évanouiront pour tout point placé 
dans Tune des trois positions que nous venons d'indiquer. De plus, eu 
égard aux formules (lo), dans lesquelles on a 



(26) 






les déplacements et, par suite, les vitesses des molécules s'évanoui- 
ront pour tous les points situés en dehors ou en dedans des deux ondes 
propagées. M. Blanchet a remarqué avec justesse qu'on ne pouvait, en 
général, en dire autant des points situés entre les deux ondes. Toute- 
fdis il est bon d'observer que, même en ces derniers points, les dépla- 
cements et les vitesses se réduisent à zéro quand on suppose nulle la 
dilatation du volume représentée par la lettre u, c'est-à-dire, en d'au- 
tres termes,* quand les vibrations longitudinales disparaissent; et 
comme, dans la théorie de la lumière propagée à travers un milieu iso- 
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trope, on fait abstraction des vibrations longitudinales, en se bornant 
à tenir compte de celles qui ont lieu sans changement de densité, on 
pourra conclure des formules précédentes, appliquées à cette théorie, 
que les vibrations lumineuses subsistent seulement dans Tépaisseur 
de Tonde la plus lente. 

Les diverses conclusions auxquelles nous venons de parvenir s'éten- 
dent au cas même où la valeur initiale de ts serait représentée, non 
plus par n{r), mais par cr(ir, j, s). C'est ce que Ton reconnaît sans 
peine en joignant aux formules précédentes celles que renferme le 
Compte rendu de la séance du 5 juillet i84ï (*). 



i58. 

Physique mathématioie. — Rapport sur deux Mémoires de M. Blanchet, 
relatifs à la propagation du mouvement dans les milieux élastiques 
cristallisés, et en particulier à la délimitation des ondes, 

C. R., t. XIV, p. 389 (»4 mars 1842). 

L'Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville, Duhamel et moi, 
de lui rendre compte de deux Mémoires de M. Bianchet, relatifs à la 
propagation du mouvement dans les milieux élastiques cristallisés, et 
en particulier à la délimitation des ondes dans les mouvements vibra- 
toires. Les équations aux dérivées partielles, que l'auteur a considérées 
dans ces deux Mémoires, sont semblables pour la forme à celles que 
fournissent les principes établis par l'un de nous dans le Tome III des 
Exercices de Mathématiques, p. 188 (*), c'est-à-dire h celles qui repré- 
sentent les mouvements infiniment petits d'un système de molécules 
agissant les unes sur les autres à de très petites distances, et très peu 
écartées de leurs positions d'équilibre, dans le cas où l'on rend ces 

( * ) OEuvres de Cauchjr, S. I, T. VI, p. ao2 cl suiv. 
(«) Id, S. II, T. VIII. 

OFsUvret de C. — S. I, t. VI. 5 1 
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mêmes équations homogènes, en conservant seulement les dérivées du 
second ordre des trois inconnues différentiées par rapport aux va- 
riables indépendantes. C'est en appliquant à la discussion des inté- 
fçrales générales de ces équations un des premiers théorèmes du calcul 
dos résidus que l'auteur est parvenu à résoudre la question impor- 
tante qu'il s'était proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

L'intégration d'un système d'équations linéaires aux dérivées par- 
fielles et à coefficients constants se ramène facilement à l'intégration 
d'une seule équation linéaire qu'on peut nommer l'équation caracté- 
ristique. Supposons que ces équations se rapportent a un problème de 
Physique ou de Mécanique, et que l'espace auquel elles s'étendent 
reste indéfini. Alors, pour rendre plus facile l'étude des phénomènes 
qu'elles représentent, il convient d'obtenir les intégrales de ces mêmes 
équations, et par suite aussi l'intégrale de l'équation caractéristique, 
sous une forme telle que les fonctions arbitraires expriment les valeurs 
initiales des inconnues et de leurs dérivées prises par rapport au temps. 
La solution de ce dernier problème, soit pour les équations qui repré- 
sentent tes mouvements infiniment petits d'un système de molécules, 
isotrope ou non isotrope, soit même pour une équation caractéristique 
quelconque, a été mentionnée ou développée dans divers Mémoires 
dont, pour abréger, nous nous dispenserons de donner ici l'analyse. 
Le cas où l'équation caractéristique devient homogène est l'objet spé- 
cial d'un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences de M. de Férus- 
sac, pour le mois d'avril r83o. On y démontre que les valeurs des 
inconnues généralement représentées par des intégrales définies sex- 
tuples peuvent être réduites, dans le cas énoncé, à des intégrales qua- 
druples; puis, l'auteur conclut de son analyse que les phénomènes 
sonores, lumineux, etc., représentés par des équations caractéristiques 
homogènes, donnent naissance à des ondes qui ne laissent pas de 
traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent représentées 
par des équations qu'il apprend à former. 

Au reste, le Mémoire que nous venons de rappeler déterminait seu- 
lement la limite intérieure des ondes représentées par des équations 
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caractéristiques homogènes. Il restait à déterminer leur limite exté- 
rieure. A la vérité, cette limite pouvait se conclure des formules déjà 
connues, lorsqu'il s'agissait d'un système isotrope; elle pouvait même 
se conclure, à l'égard des ondes lumineuses propagées dans les cris- 
taux à deux axes, des formules obtenues par l'auteur des J^ar^^mc^^ danjT 
les Mémoires du 12 janvier et du 7 mars i83o ('). Mais il importait 
de faire ressortir dans tous les cas cette délimitation des formules gé- 
nérales propres à représenter les vibrations d'un milieu élastique. 
Déjà, dans un précédent Mémoire, approuvé par l'Académie, sur le 
rapport de MM. Poisson et Sturm, M. Blanchet était parvenu à simpli- 
fier les formules dont il s'agit, et avait appliqué les intégrales qua- 
druples présentées sous une forme nouvelle à la recherche des lois de 
la propagation des ondes curvilignes, après avoir substitué à l'une des 
variables, dans ces intégrales, l'inconnue de l'équation du troisième 
degré qui détermine la vitesse de propagation des ondes. En combinant 
les formules contenues dans le Mémoire que nous venons de rappeler 
avec les principes du cîilcul des résidus, et en transformant une somme 
d'intégrales en une autre somme de même espèce, par une analyse 
qui a quelque rapport avec celle dont l'un de nous fait usage dans un 
Mémoire que renferme le Compte rendu de la séance du i4 juin der- 
nier, M. Blanchet est parvenu à démontrer que, dans un système mo- 
léculaire, dont les mouvements infiniment petits sont représentés par 
des équations homogènes, la limite extérieure de la portion vibrante 
est déterminée par la plus grande nappe de la surface des ondes, de 
même que la limite intérieure est déterminée par la plus petite. 

Toutefois, pour arriver à ces conclusions, dans le premier des deux 
Mémoires dont nous rendons compte à l'Académie, M. Blanchet avait 
supposé que les diverses napp<^s de la surface des ondes ne se ren- 
contrent pas. Dans le second Mémoire, l'auteur a examiné le cas où ces 
nappes se rencontrent; et, en ayant recours à la considération d'inté- 
grales du genre de celles que l'un de nous a nommées intégrales sin- 

(») OEuvres de Cauchfy S. II, T. IX. 
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gulieres, il est parvenu à fixer encore, dans ce dernier cas, la limite 
extérieure des ondes propagées. 

En terminant le second Mémoire, M. Blanchot indique la possibilité 
d'appliquer les principes qu'il vient d'exposer aux intégrales données 
par l'un de nous pour les systèmes d'équations aux dérivées partielles 
d'un ordre quelconque. 

Â notre avis, le résultat obtenu par M. Blanchet est l'un des beaux 
théorèmes que présente l'Analyse appliquée aux questions de Physique 
mathématique. Nous croyons, en conséquence, que les deux Mémoires 
de M. Blanchet sont très dignes d'être approuvés par l'Académie, et 
insérés dans le Recueil des Suivants étrangers. 



159. 

\oles ajoutées au Rapport qui précède. 
G. R., t. XIV, p. 39a (14 mars 184a). 

NOTB PREMIÈRE. 

« 

Sur l'intégration des systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles 

et à coefficients constants. 

L'intégration d'un système d'équations linéaires aux dérivées par- 
tielles et à coefficients constants peut être ramenée à l'intégration 
d'une seule équation linéaire que nous désignerons sous le nom Adé- 
quation caractéristique. On trouve cette remarque spécialement appli- 
quée aux équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
d'un svstème de molécules, dans un Mémoire sur la théorie de la 
lumière, présenté à l'Académie des Sciences, par l'auteur des Exercices 
de Mathématiques y le 3r mai i83o, et publié par extrait, vers cette 
époque, dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, puis dans les 
Mémoires de V Institut. D'ailleurs ce problème, dans lequel on se propose 
d'intégrer une seule équation linéaire aux dérivées partielles et à coef- 
ficients constants, a été résolu; et les intégrales particulières et gêné- 
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raies de semblables équations, exprimées, soit à l'aide de sinus ou de 
cosinus, soit même par des sommes d'exponentielles réelles ou imagi^ 
naires, ont été données depuis longtemps par divers géomètres. On 
doit surtout remarquer le beau Mémoire d'Euler, lu à l'Académie de* 
Saint-Pétersbourg, le 28 octobre 1779 (*), Mémoire qui a pour titre : 
Integratio œqualionum differentialiwn Unearium cujiiscumque gradus et 
quotcumque variahiles irn^olventùmiy et dans lequel Euler représente par 
une somme d'exponentielles l'intégrale générale d'une équation linéaire 
aux dérivées partielles et à coefficients constants d'un ordre quel- 
conque. Ajoutons que les sommes d'exponentielles, quand on les com- 
pose d'un nombre infini de termes tellement choisis que deux termes 
consécutifs diffèrent infiniment peu l'un de l'autre, se transforment en 
intégrales définies du genre do celles qui ont été indiquées par divers 
auteurs, et que ces intégrales définies représentent encore les inté- 
grales générales des équations linéaires aux dérivées partielles et à 
coefficients constants. 

Toutefois, présentées sous les formes que nous venons de rappeler, 
les intégrales générales des équations linéaires ne suffisaient pas encore 
généralement à la solution des problèmes de Physique mathématique. 
Il manquait à cette solution la détermination des constantes que ren- 
ferment en nombre infini les sommes d'exponentielles, ou, ce qui 
revient au même, la détermination des fonctions arbitraires renfermées 
sous le signe / dans les intégrales définies, et introduites par l'inté- 
gration. Pour effectuer cette détermination, il était d'abord nécessaire 
de trouver une formule qui pût servir à transformer une fonction don- 
née en une somme d'exponentielles composée d'un nombre fini ou 
infini de termes. La première formule de ce genre a été donnée par 
Lagrange dans le tome III des anciens Mémoires de Turin, publié 
en 1776. Cette formule convertit une fonction d'une seule variable en 
une somme d'exponentielles imaginaires, seulement pour toutes les 

(*) Ce Mémoire a été imprimé dans le tome IV des Jeta nwa de VAcddémie de Saint^ 
Pétersbourg, 
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valeurs numériques de cette variable inférieures à une limite repré- 
sentée par le nombre i. Mais il suffit de changer Tunité à Taide de la- 
quelle on suppose les variables exprimées, pour que la limite i se 
trouve remplacée par une limite quelconque, qui peut croître indéfini- 
ment et devenir infinie. A l'aide de cette seule observation, on peut, 
de la formule de Lagrange et d'une formule analogue donnée par Euler, 
tirer celles que M. Fourier a obtenues dans son premier Mémoire sur 
la théorie de la chaleur. D'autres formules du même genre, mais qui, 
pour la plupart, peuvent aisément se déduire de celles de M. Fourier, 
ont été successivement établies par les géomètres, et appliquées à di- 
verses questions de Physique mathématique. On peut voir en particu- 
lier, a ce sujel, les Mémoires de MM. Poisson et Cauchy sur la théorie 
des ondes, un Mémoire de M. Fourier sur les vibrations de plaques 
élastiques, le XIX* Cahier du Journal de V École Polytechnique, divers 
Articles insérés dans le 11*^ Volume des Exercices de Mathématiques , etc. 

Dans les problèmes de Physique et de Mécanique et dans le cas où 
l'espace auquel s'étendent les équations du mouvement reste indéfini, 
la question a résoudre était généralement la suivante : 

Étant donnée, entre une inconnue et plusieurs v^ariables indépendantes 
qui ordinairement représentent trois coordonnées et le temps, une équation 
aux dérivées partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 
fonction des variables indépendantes, intégrer cette équation, de manière 
que les valeurs initiales de l'inconnue et de ses dérivées, prises par rapport 
au temps, se réduisent à des fonctions connues des coordonnées. 

Tel est le problème que l'auteur des Exercices s'est proposé et a 
résolu dans ses Mémoires du 8 octobre 1 821 et du 16 septembre 1822. 
( Voir le Bulletin de la Société philomathique et le XIX® Cahier du Journal 
de r École Polytechnique.) Il a prouvé, dans ces Mémoires, qu'à l'aide 
des formules de transformation ci-dessus rappelées, et relatives aux 
fonctions de plusieurs variables, ou plutôt à l'aide d'une formule du 
même genre qui renferme sous le signe / une seule exponentielle tri- 
}<()nométrique, on pouvait ramener la solution du problème général au 
cas où le temps est la seule variable indépendante, c'est-à-dire au cas 
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où l'équation aux dérivées partielles se trouve remplacée par une 
simple équation diiTérentielle. La détermination des fonctions arbi- 
traires s'est ainsi trouvée réduite à une détermination de constantes 
arbitraires qui exigeait quelques artifices de calcul dans le cas où 
l'équation auxiliaire offrait des racines égales, mais que l'auteur a fini 
par rendre très facile dans tous les cas et même par supprimer entière- 
ment, à l'aide du calcul des résidus. C'est ainsi qu'en perfeclionnant 
de plus en plus la méthode exposée dans les Mémoires de 1821 et de 
1822 l'auteur des Exercices est parvenu à une formule très simple et 
facile à retenir, qui sert à exprimer par une intégrale définie multiple 
la valeur de l'inconnue propre à vérifier une équation-linéaire aux dé- 
rivées partielles et à coefficients constants, dans le cas même où cette 
équation contient un dernier terme fonction des variables indépen- 
dantes. ( Voir le Mémoire sur t application du calcul des résidus aux ques- 
tions de Physique mathématique, publié en 1827.) La méthode dont il 
s'agit, appliquée aux équations qui représentent les mouvements infi- 
niment petits d'un système de molécules, fournit les intégrales men- 
tionnées ou développées par l'auteur des Exercices dans divers Mé- 
moires présentés à l'Académie en 1829 et i83o (*), et ces intégrales. 
comme il est dit dans le Mémoire du 1 2 janvier 1 829 (Tome IX des Mé- 
moires de l'Académie)^ fournissent le moyen d'assigner les lois suivant 

(*) Ces Mémoires sont : 

I* Un Mémoire sur le mouvement d'un système do molécules qui s'attirent ou se re- 
poussent à de très petites distances, et sur la théorie do la lumière, présenté à l'Académie 
le iti janvier 1829, et inséré par extrait dans le tome IX des Mémoires de l'Académie; 

•i* Un Mémoire sur l'intégration d'une certaine classe d'équations aux différences par- 
tielles, et sur les phénomènes dont cotte intéfrration fait connaître les lois dans les ques- 
tions de Physique mathématique, présenté à l'Académie le 12 avril i83o, et parafé par 
M. G. Cuvier, secrétaire perpétuel. (Le premier paragraphe de ce Mémoire a été imprime 
dans le XX* Cahier du Journal de r École Poj-tec/inique); 

3° Divers Mémoires sur la théorie do la* lumière, présentés à l'Académie les 17 et 
3i mai i83o, parafés par M. G. Cuvier, Secrétaire perpétuel, et publiés par extrait dans 
le Bulletin des Sciences do M. do Férussac, puis dans le torao X des Mémoires de l'A- 
cadémie ; 

4' Le Mémoire sur la dispersion de la lumière, présenté à TAcadémie les 19 juillet et 
9 août i83o, parafé par M. Arago, secrétaire perpétuel, et publié d'abord par extrait dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Férussac de juillet i83o, puis en totalité dans le format 
des Exercices de Physique mathématique. 
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lesquelles un ébranlement, primitivement produit en un point donné d'un 
système de molécules, se propage dans tout le système. On voit, par le 
texte même du Mémoire de janvier 1829 [ibid.), que, dès celte époque, 
l'auteur avait déjà traité, non seulement /e cas où l' élasticité du système 
reste la même en tous sens autour d'un point quelconque, et où le système 
est en conséquence isotrope, mais aussi le cas où l'élasticité du système 
reste la même en tous sens autour de tout cure parallèle à une droite 
donnée. Il avait même reconnu que, dans ce dernier cas, les coefficients 
renfermés dans les équations aux dérivées partielles, ^i dépendants de 
la nature du système, peuvent avoir entre eux des relations telles que la 
propagation d'un ébranlement, primitivement produit en un point du sys- 
tême, donne naissance à trois ondes sphériques ou ellipsoïdales; puis, en 
faisant abstraction de celle des trois ondes qui disparaît avec la dilatation 
du volume quand l'élasticité du système reste la même en tous sens, il 
avait vu les surfaces des deux ondes restantes se réduire au système d'une 
surface sphérique et d'un ellipsoïde de révolution, l'ellipsoïde ayant pour 
aœe de révolution le diamètre de la sphère; et, après avoir constaté l'ac^ 
cord remarquable de ce résultat avec le théorème d'Huygens sur la double 
réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, il avait conclu 
que les équations du mouvement de la lumière sont comprises dans celles 
qui expriment le mouvement d'un système de molécules très peu écarté 
d* une position d'équilibre. 

Au reste, comme on peut le voir dans les 7* et 8* livraisons dos 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, les intégrales que 
fournit la méthode exposée dans le XIX* Cahier du Journal de l'École 
Polytechnique et dans le Mémoire Sur l'application du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique coïncident, dans le cas parti- 
culier où le système est isotrope, avec les intégrales que renferme un 
Mémoire de M. Ostrogradsky, lu à Tx^cadémie de Saint-Pétersbourg le 
10 juin 1829, cité par M. Poisson en octobre i83o et publié, en i83c, 
dans le Tome I" des Mémoires de cette Académie. Elles sont analogues 
aux intégrales que renferme un Mémoire présenté par M. Poisson à 
TAcadémie des Sciences le 11 octobre i83o, et même à celles que ce 
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géomètre avait données le 24 novembre 1828, mais dans lesquelles la 
détermination des fonctions arbitraires était demeurée incomplète. 

Dans le cas général où l'élasticité du système n'est pas la même en 
tous sens, ni autour d'un point quelconque, ni autour de tout axe 
parallèle à une droite donnée, les valeurs des inconnues, fournies par 
la méthode générale que nous avons rappelée, se trouvent représentées 
par des intégrales définies sextuples. Mais on peut, à l'aide d'un chan- 
gement de variables indépendantes, réduire les intégrales sextuples à 
des intégrales quadruples, dans le cas où l'équation devient homogène. 
Cette dernière proposition a été donnée par l'auteur des Exercices dans 
un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences (* ) de M. de Férussac 
pour le mois d'avril i83o (page 273). Dans ce Mémoire, l'auteur con- 
clut de son analyse que les phénomènes sonores, lumineux, etc., 
représentés par des équations homogènes aux dérivées partielles, don- 
nent naissance à des ondes sonores, lumineuses, etc., qui ne laissent 
pas de traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent repré- 
sentées par des équations qu'il apprend à former. D'ailleurs, comme 
le même auteur l'observe dans le Tome X des Mémoires de l'Académie 
[Mémoires des 3i mai et 7 juin i83o {^)], les surfaces des ondes ainsi 
déterminées sont précisément les surfaces courbes qui ont pour enve- 
loppes les ondes planes dont il a donné la théorie dans les Exercices de 
Mathématiques. Ajoutons que, dans le cas particulier où l'on considère 
un svstème de molécules dont l'élasticité reste la même en tous sens, 
les vitesses propres des molécules, mesurées à de grandes distances du 
centre d'ébranlement, offrent, dans les deux ondes propagées, les 
mêmes directions qu'elles offriraient si ces deux ondes étaient rigou- 
reusement planes. Ces vitesses sont donc alors dirigées suivant des 
tangentes ou suivant des normales aux surfaces des ondes. En d'autres 
termes, les vibrations des molécules, mesurées loin du centre d'ébran- 
lement, sont alors ou longitudinales ou transversales par rapport aux 
rayons vecteurs. M. Poisson, qui avait d'abord révoqué en doute les 

(«) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IJ. 

(«) id. S. i, T. n. 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. 02 
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vibrations transversales, a fini par les admettre lui-même et par tirer 
(le ses formules la proposition que nous venons d'énoncer. En effet, 
ces vibrations transversales, admises par Fresnel, puis, données par 
l'auteur des Exercices comme résultat du calcul et spécialement comme 
une conséquence de la théorie des ondes planes, dans les Mémoires 
des 3i mai et 7 juin i83o, se trouvent déduites des intégrales géné- 
rales du mouvement d'un système isotrope, à la fin du Mémoire que 
M. Poisson a lu à l'Académie des Sciences, le 1 1 octobre i83o. 

NOTE DEUXIÈME. 

Intégration d'une équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients 

constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. 

> 

Considérons, pour fixer les idées, quatre variables indépendantes 

qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangulaires 
et le temps. Soit 

une fonction de ces variables, entière, du degré n par rapport à /, et 
dans laquelle, pour plus de simplicité, nous supposerons le coeflScient 
de /" réduit à l'unité. Supposons d'ailleurs que, xs étant une fonction 
inconnue, et 

une fonction donnée des quatre variables x^ j, 5, t, on assujettisse 
l'inconnue xs à vérifier : 1® quel que soit /, l'équation aux dérivées 
partielles 

(0 F(D„ Dy, D„ D,)cj z:-- {(X, j, c, ; 

2^^ pour / = o, des conditions de la forme 

(2) TS=zUSo{x,yyZ), D|CJ=iGy|(j7,7,5), ..., D?-*©^: gj^_,(x, j, 5). 

Enfin concevons que, 

9(5c, 6,y) et f{x,y,z) 
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désignant deux fonctions des variables 

a. S, y et JT, y, 



f "f 



on pose, pour abréger, comme dans le deuxième Volume des Eaer- 
rir« [ page *i 67 (*)], 

Alors, en vertu de la formule (3i i) du Mémoire Sur t application du cal- 
cul des résidus aux questions de Physique mathématique (' ), on trouvera 









II est bon d'observer que, dans la formule (4)f l'intégrale relative à 
T disparait quand on a 

Ajoutons qu'après avoir développé, dans le premier des termes que 
renferme la valeur de c7, la fraction qui a pour dénominateur le 
binôme 

on doit avoir soin de remplacer les exposants de gt par des indices. 

Dans les applications que l'on peut faire de la formule (4)f il est bon 
de se rappeler que, d'après la définition même des fonctions de x, v, 
z représentées par la notation 

on a généralement (Tome U des Exercices de Mathématiques, p. 168) 

(5) o(«, 6, y) [x(a, 6, y ) /(x, 7, 1)\ ^ [©(a, 6, y) x(a, 6, y)] f[x, j, 5). 

( « ) Œuvres de Cauc/ty, S. II, T. VH. 
(«) Id, S. II, T. XV. 
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Observons encore qu'en vertu d'un théorème donné par M. Poisson 
dans le Mémoire du 19 juillet 1819» on a généralement 



( f cos{x^^S^ -h fy ai t{x, y, z)dt 



(6) < ^ ,. ^ 

f = — I I ts\npf(x -hatco^fy y-^atsxnpcosçy z-{-atsinpsïuq)dqflp. 



(7) 



De plus, on peut de l'équation (6) tirer celles que l'auteur des Exer- 
cices de Mathématiques a données dans plusieurs Mémoires présentés à 
l'Académie en i83o, ou, ce qui revient au même, on peut de l'équa- 
tion (6) déduire la formule 

X' 1 __ _ 

COS(aa*-h ^6*-f- cy^-+- idty -+- 2eya -f- 'ifoL^)^tf[x^yyz)dt 

\ I r'" r"" . J tc.o%p /sin 



p COS7 t Hnp sin^N dg dp 

-^ ' ^-^ ^f ) "liê»~' 



dans laquelle on a 

(8) $« = ,f(cos/?, sinpcosqy sinpsinq), 

en supposant 

(9) ,f(x,y, z) — ax'-h by'^-cz»+ adyz-f- aezx 4- afxy, 

et les constantes 

a, b, c, d, e, f liées aux constantes a, bj c, dj e, /, 
de telle sorte que les équations 

a^ + //-i-e5 = X, fx -^ by -hdz =:y, ex -hdy -hcz =zz 

entraînent les suivantes : 

ax -f- fy-f- ez = ^, fx-H by -h dz=:/, ex -\-dy -hcz = z. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considé- 
rons un cas particulier traité par l'auteur des Exercices, non seulement 
dans le Bulletin des Sciences d'avril i83o, mais aussi dans les Mémoires 
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des 12 avril et 17 mai de la même année; et supposons que, le second 
membre de la formule (1) étant réduit à zéro, on pose, dans cette for- 
mule, 

F(jc, /, 5, l) — f*— (aa;*-l- 6/*-h cz*-h 2dyz -h lezx -\- ifxy); 

m 

cette même formule deviendra 

(fo) Djw =z (aD* + 6D* -+- cD| + arfDyD^-+- aeD^Dx-h 2/Da:Dj.)cT. 

Cela posé, si l'on désigne par 

in(x,y,z) et n(x,7,5) 

les valeurs initiales des fonctions 

GT et DfiiT; 

si d'ailleurs, en attribuant à <S une valeur positive déterminée par le 
système des formules (8) et (9), on pose, pour abréger, 

, , ^ ^coso ^sini>cos7 sin/^sin^ 

(11) l^ix-ht-^y f^^/-t-^ \g ^ > v — z-ht — ^, — '-y 

et, de plus, 

1 

(12) % — {abc ^ ad} ^ bé^^ ep -\- idefY^ 

on trouvera [Bulletin d'avril i83o (*)] 



>t^ y%^ 



dg dp 

(ï3) 

''^ "'^ dq dp 



""4^ X X rsin/>n(X,f*.v) 



"^Âiê^'X X ^sin/,nT(X,^.v)^ 



Si les fonctions 

n'ont de valeurs sensibles que pour <le très petites valeurs numériques 
de X, j, 5, les intégrales définies que renferme le second membre de 
la formule (i3) n'auront de valeurs sensibles que pour des valeurs de 

( > ) Œuvres de Cauchy, S. D, T. II. 
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.r, r, 5, t propres à vérifier sensiblement les formules 

X ^=^ G, fJt ^= O, V r= O, 

OU, ce qui revient au même, les formules 

/cosp ^sinpcos7 ts'inpsina 

^ -^ --^ = o» J -^ ^i ~ o, ^ H ^ ^ = o. 

Or, de ces dernières, jointes à Téquation (8), on tirera 
ou, ce qui revient au même, 

(i4) ^*=^ ax*-t- bj'-h C5*-i- 2dj^ -h aesa^ -+- 2(xy. 

Donc la formule (i3) conduira aux conclusions que l'auteur des Exer- 
cices a énoncées dans le Mémoire du 12 avril i83o [voirie XX* Cahier 
du Journal de l'École Polytechnique ( * )], et que nous allons reproduire. 

Supposons que l'équation 

D?TîT— (aDi-+-^D|-hcDÎ-h2cfDyD--+-2eD-Da:H-a/DxDy)cj 

se rapporte à une question de Mécanique ou de Physique dans laquelle t 
représente le temps et a?, j, z des coordonnées rectilignes; supposons d'ail- 
leurs que les valeurs initiales de xs et de D^gj soient sensiblement nulles 
pour tous les points situés à une distance sensible de l'origine des coordon- 
nées. Au bout du temps /, la variable xs n'aura de valeur sensible que dans 
le voisinage de la surface du second degré représentée par V équation {i4)- 
Cela posé y concevons que la quantité xs dépende des vibrations très 
petites d'un corps solide ou d'un fluide pondérable ou impondérable, et 
que ces vibrations, d' abord produites dans le voisinage de l'origine des 
coordonnées, se propagent dans l'espace, et donnent ainsi naissance à une 
onde sonore ou lumineuse. La surface de l'onde coïncidera, au bout du 
temps /, as^ec celle de l'ellipsoïde représenté par l'équation (i4)* ^^'^ suite, 
la vitesse du son ou de la lumière, mesurée suivant le rayon vecteur r de 

cet ellipsoïde, sera la quantité représentée par le rapport -• 

If 

( * ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. I. 
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NOTE TROISifeMB. 

Intégration des équations qui représentent les mouvements infiniment petits 

d'un système isotrope de molécules. 

Soient, dans un système isotrope de molécules, 

x^ j, :; les coordonnées rectangulaires et initiales d*une molécule m, 

correspondantes à un état d'équilibre; 
^, Y], X, les déplacements de la même molécule, au bout du temps /, 

mesurés parallèlement aux axes coordonnés; 
'j = Dx$ -+- Dj.Y) 4- D^^ la dilatation du volume. 

La valeur de u sera déterminée par une équation de la forme 
(I) D?j=zÛ»(Dî-^D*-hD«)j, 

et les valeurs de \, y], X, par des équations de la forme 

(■2) [D?-ûî(Dî-^i>^-+-d|)]Ç = (û«-û;)1>xv. • 

[Voir les Exercices de Mathématiques pour Tannée 1828, p. 180 et 
211 (*).] La question se réduira donc à intégrer deux équations aux 
dérivées partielles et à coefticients constants, dont Tune oiTrira un 
second terme représenté par une fonction donnée des variables indé- 
pendantes. Si, d'ailleurs, on nomme 

9^^yy,^)y X(^>r>^)» ^(^a?,/,-), ^{œ,y,z), \{x,y,z), W{jr,y,z) 

les valeurs initiales de 

S, ti, Ç, D,Ç, I),t), D,ï, 
et si Ton pose, pour abréger, 

les fonctions 

(») Œuvres de Cauchy, S. U, T. VUI. 



(8) 
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représenteront les valeurs initiales de 

L*équation (i) est entièrement semblable à celle qui détermine la pro- 
pagation du son dans l'air. En vertu de la formule (4) de la Note II, 
elle aura pour intégrale 

(3) { ^i j 

-4- / cos((x^ -ho* -h y^y^t ri {x, y, z)di. 

Ajoutons que, en vertu de la même formule, la valeur do l déterminée 
par Téquation (a) sera de la forme 

(4) $i:rS-+-Dx», 

la valeur de S étant 

( Z = cos(a»-h6«-hy*)«Û,/9(x,7,5) 

(5) '. ^' 1 , ^ 

et la valeur de « étant assujettie : i** à vérifier, quel que soit /, l'équa- 
tion aux dérivées partielles 

(6) [D?-aMDî-+-D;4-D|)]«=(Û«-.Û,*)u; 

2° à vérifier, pour / = o, les conditions 

(7) a = o, D/«:i=o. 

Or, sous ces conditions, la formule (4) de la Note II donnera 
D'ailleurs, en posant, pour abréger. 



EXTRAIT N» 159. kll 

on a identiquement 

(12'-— 12^') / cospl2,(/ — t) X cospQrf/T ^-— '- 

=: r (£2«cosp£2/ — i2f cospft,/)^/, 

t. 

(£2— 12*) / cospl2,(^ — t) / cospl2r^r*=i: ^ — , ' 

= f f {<2'^cospilt — ilJcosp^,t)dt^ 



o •- 



Donc la formule (8) peut s'écrire comme il suit : 

i I),8= f [l2»cos(a«-f-€*-+-y«)^12f — £2f cos(«»H-c*4-y*)*12,^] ({û;J,l)cit 



-0 



-^ f f [l2«cos(a«4-6«-hy«)*Û/-12*cos(a»-i-6«-f-y')*12,/] J(.r, v,^)^/^*. 



•' •' 



Or, cette dernière, combinée avec la formule trouvée en i8ic) par 
M. Poisson, c'est-à-dire avec la formule (6) de la Note II, donnera 



,J1C ^« 



(10) \ . \n^\ 

-f-îîÇ r f [a»J(X,;x,v)-i2«-f(),,pL,,vJ]t/7^/,, 



le signe D7' indiquant une intégration effectuée par rapport à /, à partir 
de / = o, et les valeurs de X, |jl, v, \, [x^, v^ étant 

>. = a? H- 12 / cos/>, fjt m j -f- 12^ siii/? cos<7, V ^::<5 -hl2^ sin/jsiny, 
>.^=d? -h 12^ /ces/?, F/==/ -i-12^/sin/?cos7, v^= 5 h- 12^^sin/>sin<7. 

De plus, oji tirera immédiatement de l'équation (10), en observant que 
« doit s'évanouir avec /, 

1)7» -''' -^ 



-^ r r [ft> |-(X, ^. V) - aj ((i„ iK„ V,)] rfy dp 

(n) { _ \n\ 

4- îgy ^ J^'iil'^O. F, V) - 12V7(\, fx„ V,)] dq dp. 



*'o 
GEuvrea de C. — S. I, t. VI. 53 
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Les formules (/|), (5) et (i i) qu'on obtient, comme on vient de le 
voir, en combinant avec le théorème de M. Poisson la dernière formule 
du Mémoire de 1827 sur l'application du calcul des résidus aux ques- 
tions de Physique mathématique, suffisent pour déterminer les lois de 
la propagation du mouvement dans les milieux isotropes. Ces formules 
sont précisément celles que j'ai mentionnées dans les livraisons 7 et 8 
des Exercices d'Analyse, et que j'avais obtenues à l'époque oii je m'oc- 
cupais de la théorie des corps élastiques. Les manuscrits qui les ren- 
ferment ne fixent pas avec précision leur date, que divers indices 
reportent à l'année 1828. Mais ce qui n'est pas douteux, c'est que le 
Mémoire du 12 janvier 1829 indique des formules tirées du Mémoire 
de 1827, non seulement comme offrant, sous le signe /, les /onctions 
qui expriment, à l'origine du mouvement, les déplacements et les vitesses 
des molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, mais encore 
commet propres à fournir les lois suivant lesquelles un ébranlement produit 
en un point donné d'un système de molécules se propage dans tout le sys^ 
téme. Ajoutons que le Mémoire du 17 mai i83o cite précisément le 
théorème de M. Poisson comme fournissant le moyen de réduction des 
intégrales correspondantes à un système isotrope, et que, relativement 
îi un tel système, le Mémoire de janvier 1829 dit expressément (t. L\ 
des Mémoires de l'Académie des Sciences, p. 1 15) : 

Si un système de molécules est tellement constitué que l'élasticité du sys- 
tème soit la même en tous sens, un ébranlement, primitivement produit en 
un point quelconque, se propagera de manière qu'il en résulte deux ondes 
sphériques animées de tntesses constantes, mais inégales. 

Je rappellerai en finissant que les formules (4), (5) et (ri) ne dif- 
férent pas au fond des intégrales que M. Ostrogradsky a données dans 
un Mémoire lu à l'Académie de Saint-Pétersbourg, le 10 juin 1829, 
cité par M. Poisson en octobre i83o, et publié en i83i. 
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NOTE Qt'ÀTRifeXE. 

Sur V intégration des' équations qui représentent les mouvements infiniiiient 
petits d'un système de molécules dont l'élasticité reste la même en tous sens 
autour d'un axe quelconque parallèle à une droite donnée^ 

La question dont il s'agit ici, et sur laquelle je reviendrai dans un 
autre article, a été traitée, non seulement dans le Mémoire du 12 jan- 
vier 1829, mais aussi dans le Mémoire présenté à l'Académie des 
Sciences le 17 mai i83o, et parafé à cette époque par le Secrétaire 
perpétuel, M. Georges Cuvier. 

Les formules qui sont relatives à cette question s'appliquent, à plus 
forte raison, au cas particulier où le système devient isotrope, et four- 
nissent alors les résultats suivants. 

Reprenons les équations (i) et (2) de la Note III, et posons, comme 
dans le Mémoire lithographie d'août i83G, 

On aura 

(•) [D?-£2»(D«-hD«H-DÎ)]U=i:o; 

et l'on pourra encore, dans cette dernière équation, remplacer U par V 
ou par W, Cela posé, on connaîtra immédiatement, d'une part u, et 
d'autre part U, V, W., D'ailleurs, 

u, U, V, W 

étant connus, on connaîtra 

(Di+ D« + D!)^ = D^j -h DyW - I),V, 
et, par suite. 



l h' 



Or, on se trouvera ainsi ramené aux formules (4)f (5) et (11) de la 
Note III qui peuvent, en conséquence, se déduire, non seulement do 
la dernière formule du Mémoire Sur VappUcation du calcul des résidus 
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aiix questions de Physique mathématique y mais encore des formules 
établies dans le Mémoire du 17 mai i83o. 



160. 

Analyse mathématique. — Rapport sur une Note de M. Passot, relative à la 
détermination de la variable indépendante dans l'analyse des courbes. 

G. R., t. XIV, p. 5o8 (4 avril 1842). 

L'Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Piobcrt et moi, de lui 
rendre compte d'une Note de M. Passot, relative à la détermination de 
la variable indépendante dans l'analyse des courbes. Avant d'exprimer 
nofre avis au sujet de cette Note, nous pensons qu'il est convenable de 
rappeler les motifs qui ont engagé son auteur à la produire. 

M. Passot a fait précédemment k l'Académie diverses Communica- 
tions, qui ont été l'objet d'un Rapport lu à la séance du 3o no- 
vembre 1840. Il est dit, dans ce Rapport, que les expériences entre- 
prises par M. Passot constatent certains faits que l'on doit considérer 
comme nouveaux; mais les Commissaires, en admettant ces faits, n'ont 
point admis les explications que M. Passot en avait données. C'est 
dans le dessein de faire prévaloir ses opinions théoriques que l'auteur 
a rédigé la Note dont il s'agit en ce moment. Les propositions nou- 
velles que cette Note renferme nous ont paru, dès le premier instant, 
inexactes; et, convaincus de cette inexactitude, nous aurions désiré 
que l'auteur nous dispensât d'en fournir la preuve. Mais l'insistance 
avec laquelle il réclame un Rapport nous engage à rompre le silence, 
et à entrer ici dans quelques détails. 

Nous commencerons par convenir franchement et sans détour que, 
malgré les importants travaux des géomètres modernes, la solution 
exacte des problèmes de Mécanique rationnelle laisse encore beaucoup 
h désirer. Ainsi, en particulier, l'application des principes généraux 
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de la Mécanique à la théorie des machines, ou même simplement à la 
théorie des liquides ou des fluides, présente quelquefois des difficultés 
réelles, soit parce que les méthodes de calcul ne sont pas encore suffi- 
samment perfectionnées, soit parce que dans chaque question Ton peut 
craindre d'avoir omis quelques données, soit enfin parce que la loi des 
actions moléculaires, dans les corps liquides ou fluides, n'est pas con- 
nue et définie avec assez de précision et d'exactitude. Mais ces diffi- 
cultés sont complètement étrangères aux principes généraux de la Mé- 
canique et du Calcul infinitésimal, établis sur des bases solides. En 
conséquence, elles ne peuvent devenir des motifs d'abandonner ces 
mêmes principes; et l'on doit même observer que, dansMes questions 
plus simples auxquelles ceux-ci peuvent être appliqués plus facilement 
et plus rigoureusement, les résultats du calcul sont, pour l'ordinaire, 
conformes aux résultats de l'expérience. 

Les remarques que nous venons de faire nous ramènent tout natu- 
rellement à la Note de M. Passot. En eff*et, les difficultés que peut 
offrir l'explication de certains phénomènes, dans les machines à réac- 
tion, n'ont aucun rapport avec la question agitée dans cette Note, et 
qui consiste à savoir si, dans les problèmes de Mécanique, il est ou non 
permis de prendre le temps pour variable indépendante. Ainsi la Note 
de M. Passot, fùt-elle démonstrative à l'égard des propositions qu'elle 
contient, ne remplirait pas le but que l'auteur s'était proposé. Mais 
nous allons plus loin, et quelques réflexions bien simples suffiront 
pour montrer que ces propositions sont inadmissibles. 

Lorsque plusieurs variables sont liées entre elles par diverses équa- 
tions, quelques-unes de ces variables peuvent être considérées comme 
fonctions des autres qui prennent le nom de variables indépendantes. 
Supposons, en particulier, deux variables liées entre elles par une 
seule équation, c'est-k-dire, deux variables liées entre elles de telle 
sorte que, l'une étant donnée, l'autre s'en déduise. L'une des deux 
variables sera une fonction de l'autre considérée comme variable indé- 
pendante. Mais il est clair que le choix de la variable indépendante 
sera entièrement arbitraire. Ainsi, par exemple, dans la Mécanique, 
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l'espace parcouru par ua point matériel qui se meut, et le temps em- 
ployé à parcourir cet espace, sont deux variables dont Tune dépend de 
Tautre, et dont Tune quelconque peut être prise pour variable indé- 
pendante. Effectivement, on peut demander, à volonté, ou quel sera 
Tespace parcouru pendant un temps donné, ou quel sera le temps em- 
ployé a parcourir un espace donné. 

Concevons à présent que Ton passe du système de deux ou de plu- 
sieurs variables au système de leurs diiïérentielles. Ces différentielles 
ne seront autre chose que des quantités dont les rapports seront équiva- 
lents aux dernières raisons des accroissements infiniment petits que peuvent 
prendre simultanément ces mêmes variables. En vertu de cette définition, 
les différentielles des fonctions dépendront à la fois des variables indé- 
pendantes et des différentielles de ces variables. D'ailleurs, ces der- 
nières différentielles pouvant être choisies arbitrairement, il sera, non 
pas nécessaire, mais convenable, de les réduire, pour plus de simpli- 
cité, à des constantes, c'est-à-dire à des quantités indépendantes des 
variables dont il s'agit. On admet généralement cette réduction, et 
nous ne ferons ici aucune difficulté de nous conformer à cet ussige. 

S'il s'agit de deux variables liées entre elles par une équation, on 
pourra considérer comme constante la différentielle de l'une ou de 
l'autre variable, suivant que l'on prendra l'une au l'autre pour indé- 
pendante. Il peut d'ailleurs arriver que, pour une valeur particulière 
de la variable indépendante, la différentielle de la fonction devienne 
infiniment petite par rapport à la différentielle delà variable. Mais, 
dans ce cas même, il faudrait bien se garder d'affirmer que la diffé- 
rentielle de la fonction sera toujours nulle, et d'en conclure que la 
fonction devra changer de rôle, c'est-à-dire, se transformer en variable 
indépendante. En effet, non seulement une variable, dont la différen- 
tielle s'évanouit toujours, cesse d'être variable, et à plus forte raison 
variable indépendante; mais en outre la différentielle d'une^ fonction 
est généralement une quantité variable, dont les valeurs particulières 
doivent être soigneusement distinguées de la valeur générale. Si 
M. Passot n'avait pas omis celte distinction à la page 2 de sa Note, il 
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ne serait pas arrivé aux diverses propositions qu'il a énoncées; par 
exemple, à cette assertion que» dans les problèmes de Mécanique, le 
temps ne peut être pris pour variable indépendante. 

Les Commissaires regrettent que les motifs qu'ils viennent d'expli- 
quer ne leur permettent pas de proposer à l'Académie l'approbation de 
la Note soumise à leur examen. 



161. 

Calcul intégral. — Note sur l'intégration des équations aux dérivées 

partielles du premier ordre. 

C. R., t. XIV, p. 74o (23 mai i%\'x). 

J'ai montré, dans le Bulletin de la Société philomathique y comment 
on pouvait intégrer une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, quel que fût le nombre des variables indépendantes x^y^ ..., 
et obtenir directement Tintégrale générale, c'est-à-dire, la valeur géné- 
rale de l'inconnue assujettie à la double condition de vérifier cette 
équation aux dérivées partielles, et de se réduire, pour une valeur don- 
née de la variable x^ à une autre fonction donnée des autres variables 
indépendantes j, .... Comme on le sait d'ailleurs, l'intégrale générale 
peut aisément se déduire .d'une intégrale particulière qui renferme 
autant de constantes arbitraires qu*il y a de variables indépendantes; 
et, dans une précédente séance, M. Binet a déduit du calcul des varia- 
tions une méthode propre à fournir des intégrales particulières de cette 
espèce. Je vais indiquer aujourd'hui un moyen fort simple de résoudre 
directement ce dernier problème. 

Considérons d'abord, pour fixer les idées, une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre entre deux variables indépendantes x^y\ 
et l'inconnM z. Cette équation sera de la forme 

(i) \ F(x, 7,5, Dx5,Dy5)r=o; 
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et si l'on pose, pour abréger, 

elle deviendra 

(2) F(.r, j, s,/?,7)=:o. 

Soit maintenant 

(3) z=/{x,y,(x,e) 

une valeur de z qui, renfermant deux constantes arbitraires a, €, ait la 
double propriété de vérifier Téquation (i), et de se réduire, pour une 
valeur donnée ^ de la variable œ, à une certaine fonction de j, a, 6 re- 
présentée par f( V, a, 6), en sorte qu'on ait identiquement 

/(ç, 7, «»€) — f(j, a, 6). 
L'équation (3), diflerentiée par rapport à j, donnera 

(4) 7 = i>y/(-^>r»«>6)- 

Cela posé, concevons que des équations (3) et (4), résolues par rapport 
à a, 6, on tire 

(5) «=//, 6i=r, 

1/, i* étant des fonctions déterminées de a-, y, 5, y; et nommons 

U, V 

ce que deviennent w et ^ pour a; = ^. Les valeurs de a, 6, tirées des 
équations 

(6) 

( </ — Dyf(j, a,6), 

seront précisément 

(7) a=-U, 6 = V, 

D'ailleurs, en considérant z etq comme des fonctions de ^, v» déter- 
minées par les équations (3) et (4), ou, ce qui revient au même, par 
les formules (5), on tirera de la seule équation 
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différentiée successivement par rapport a a: et par rapport à y, 

l)x" H- 0^5 1)3" -f- Ojr^DiyM =0, 
Dyii -h \)yZ 1)5// 4- Dy.q i) g II = o; 

puis, en ayant égard aux formules 

I>x- = />, hyZ — q, [)^q = Dyp, 

on trouvera 

(8) 

Enfin, si Ton désigne par 

X, Y. Z, P, 

les dérivées partielles de la fonction 
différentiée successivement par rapport à 

^9 ff ^» P9 ç* 

alors, en considérant toujours 5, p, q comme fonctions de r, j, on 
tirera de la formule (2), différentiée par rapport h y, 

(9) Y -h 7Z -+- P \)yp -h Q Dj./y zn o, 

et de cette dernière, combinée avec les formules (8), 

(10) P Dxw -^ Q IV" -+- {Vp -^ Qq) Dz" — (Y -+- qZ) D^ii — o. 

Si Ton suppose que p soit éliminé du premier membre de la for- 
mule (10) a l'aide de Téquation (2), ce premier membre se réduira 
simplement, ou k zéro, ou à une fonction déterminée 

.^(^,7, 5,17) 

de or, y, :?, q. Mais cette dernière hypothèse est inadmissible; car, si 
elle se réalisait sans que la fonction .f (^, y, 5, q) se réduisit identique- 

OEuvret de C — S. I, t. VI. 54 
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ment à zéro, l'équation 

établirait entre 

ûT, r, z, q 

m 

une relation qui devrait subsister pour la valeur^ de x; et par suite 
l'équation 

établirait une relation entre les valeurs de Ç, y, qui peuvent être choi- 
sies arbitrairement, et les valeurs de s, q tirées des formules (6). Or, 
c'est là précisément ce que l'on ne saurait admettre, attendu que les 
formules (6) peuvent être remplacées par les équations (7), et que 
celles-ci peuvent être regardées comme propres à fournir les valeurs 
des constantes arbitraires a, € correspondantes à des valeurs données 
quelconques de y, z, q. Donc la fonction ^{oc,y/z,q) doit se réduire 
identiquement à zéro; et, lorsqu'à l'aide de la formule (2) on élimine/; 
de l'équation (10), cette dernière devient une équation linéaire aux dé- 
rivées partielles, à laquelle doit satisfaire u, considéré comme fonction 
des variables 

Donc, en définitive, la fonction de x, y^ 5, q représentée par // est une 
intégrale particulière de l'équation linéaire aux dérivées partielles 

(I I) P Dx« 4- Q DyH -^(Pp-hQq)Dz^-(\ -^ çZ) D^H = o, 

dans laquelle on suppose /i déterminé par la formule (2); et cette inté- 
grale particulière est celle qu'on obtient quand l'inconnue « est assu- 
jettie à prendre la valeur U pour œ = ^. On prouvera de même que la 
fonction i^ est encore une intégrale particulière de Téquation li- 
néaire (11), savoir, l'intégrale qu'on obtient quand l'inconnue » est 
assujettie à prendre la valeur V pour ^ = Ç. En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Supposons que, étant donnée t* équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, et à deux variables indépendantes. 
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on cherche i intégrale parlicuUére qui vérifie y pour x ^=\^ la condition 

c = f(v, a, 6), 

ï[y^ a, €) désignant une certaine fonction de la variable indépendante y 
et des deux constantes arbitraires a, 6. Soient d* ailleurs 

a tn U, 6 = V 
les valeurs de ol^ € déduites des équations simultanées 

z — f(/, «, 6), q = nj.f( j, a, 6 ). 

U, V seront généralement des fonctions déterminées des trois i^ariables 

et, pour résoudre la question proposée, il suffira d'éliminer q entre les 
formules 

dans lesquelles i/, i^ désigneront deux valeurs particulières de t inconnue 
d'une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et à quatre 
variables indépendantes 

jc, y, z, q. 

Si l'on représente par 

Y, Z, P, Q 

les déris^ées partielles de 

F{Xyy,z,p,q) 

prises par rapport à 

yy -» Py Çy 

l'équation linéaire dont il s'agit sera ce que déifient la suivante 

P Dx» -+- Q DyH -h (P/> 4- Qq) D.a - ( Y 4- qZ) D^H i::: o, 

quand on élimine p à l'aide de la formule 

et les deux valeurs particulières w, v de l'inconnue 8 seront celles qui se 
réduisent, l'une à U, l'autre à \,pourx= ^. 

La méthode et les raisonnements/ à l'aide desquels nous avons élabli 
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le théorème qui précède, peuvent être appliqués dans tous les cas à 
rintéjçration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
quel que soit d'ailleurs le nombre des variables indépendantes; et Ton 
se trouve ainsi conduit au théorème général que nous allons énoncer. 

Théorème II. — Soù cor une fonction inconnue des n variables indé- 
pendantes 



X, y 



î •*♦ • • • > 



t. 



assujettie à la double condition de vérifier : i^ quel que soit /, l'équation 
aux dérivées partielles du premier ordre 

F(x, >% z, , . , y tyXay DjtCT, DyBT, D^gj, . . ., D|Bï) = o; 

2'' pour t = T, la formule 

CI =1 f(x, V, 5, . . . , a, 6, y, . . . , î'), 

dans laquelle a, 6, y, . . ., désignent des constantes arbitraires dont le 
nombre est égal à celui des variables a*, y, s, . .., /. Posons d'ailleurs, 
pour abréger, 



et soient 



\)^fS=^p, l)ytcr=:<7, I).CJ=:/', 



ar_:=U, 6 = V, Vr=\V, 



• • • « 



D|GJ — s; 



les valeurs e/e» a, S, y, ... tirées des formules 



BJ — ï(X,VyZ, 


• • • » ^» ^» /» . 


. . . 5). 


/?:-. I)^f(j7, y, 5, 


. . . t SC| 0) y^ . 


. . . 0). 


7 -î)yï{jc,y,Zy 


• • • » 3i» '^ï f^ • 


..,0). 


r D.f(^,7, j, 


. . . ) dC) b, yi . 


. . . fj). 



r, V, W, . . , représenteront des fonctions déterminées des 2/i — i quan- 
tités variables 



'^9 y* ^i 



BJ, p, 7, /•, 



et, pour résoudre la question proposée, il suffira d'éliminer 



/^ 7» ''. 
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entre les formules 

x — ttf 6 = (', y = "', . . . , 
dans lesquelles 

désigneront n valeurs particulières de l'inconnue d'une équation linéaire, 
aux dérivées partielles du premier ordre, età^n variables indépendantes. 
Si l'on représente par 

A, Y, A, • • • > *> ^*f ■ » \Ci *•> • • • > ^ 

les dérivées partielles de 

pme5 />ar rapport à 

Xy y^ Zj • • • ) tj GT, y?, <7, r, . . . , 5, 

l'équation linéaire dont il s'agit sera ce que devient la suivante 

PDa:»-hQD^«-hKD.»-t-...-hSD<« 
-i-(P/^-hQ<7-hRr -h.. .-H S5)Dct« 
- (X -h pH) D;,« — (Y 4- ^H) D^tf — (Z 4- rO) 1)^« — . . . = o, 

quand on élimine s à l'aide de la formule 

l^{x,y,z, ..., t,w,p,q,r^ .,.,s)—oi 

et les n valeurs particulières 



M, r, «', 



ûfe l'inconnue a seront celles qui se réduisent respectivement à 

r V w 

poi/r / = T. 

Puisque l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre peut immédiatement se déduire d'une intégrale par- 
ticulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a de 
variables indépendantes, le théorème II réduit évidemment Tintégra- 
tion d'une équation quelconque aux dérivées partielles du premier 
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ordre à Tintégration d'une équation linéaire du même ordre, dans 
laquelle le nombre des variables indépendantes est doublé. On peut 
d'ailleurs, comme on sait, réduire l'intégration d'une équation linéaire 
du premier ordre à l'intégration d'un système d'équations différen- 
tielles. Mais cette seconde réduction conduit rarement à des équations 
différentielles intégrables; et, au lieu de l'opérer, il sera généralement 
plus avantageux d'appliquer directement à l'intégration de l'équation 
linéaire les formules générales que j'ai donnée^ dans un Mémoire litho- 
graphie de i835. En effet, posons, pour abréger, 

XH-/?n^ y-^qU^ Z^-rH^ 

d d d 



et 



= — / D»^^- 



L'équation linéaire, que le théorème II substitue à Téquation propo- 
sée, deviendra 

et l'on tirera successivement de cette dernière 

u-V ^VU 4-V*U -h..., 

«' nz V -hVV 4-V«V -+-..., 



On obtiendra ainsi directement les valeurs de 



a, r, «•, 



développées en séries qui, dans plusieurs cas, pourront être sommées, 
et qui d'ailleurs pourront toujours être employées tant que la valeur 
numérique de la différence / — t ne deviendra pas assez grande pour 
que ces séries cessent d'être convergentes. 

Dans d'autres Articles je donnerai de nombreuses applications des 
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principes que je viens d'établir, et je montrerai comment ces principes 
peuvent être étendus à des équations d'ordre supérieur au premier, 
ou, ce qui revient au même, à des systèmes d'équations simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 
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Calcul intégral. — Sur une intégrale remarquable d'une équation 

aux déris^ées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. 769 (3o mai 1842). 

Considérons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
entre une inconnue cor et n variables indépendantes 

X, ^, Zf • • • f t, 

dont la dernière / peut être censée représenter le temps, dans les pro- 
blèmes de Mécanique. L'intégration de cette équation pourra se ré- 
duire à l'intégration d'un système d'équations difTérentielles du pre- 
mier ordre, ou bien encore, comme je l'ai remarqué dans la séance 
précédente, à l'intégration d'une seule équation linéaire aux dérivées 
partielles qui renfermera 2/1 variables indépendantes, et qui ne sera 
autre chose que l'équation caractéristique correspondante au système 
dont il s'agit. D'ailleurs, parmi les intégrales de ce système, il en est 
une qui ne contient d'autres constantes arbitraires que celles qui 
peuvent être censées désigner les valeurs initiales des variables indé- 
pendantes iT, j, ;:, ... et de l'inconnue car. Or il est important d'observer 
que cette intégrale du système d'équations différentielles est en même 
temps une intégrale de l'équation donnée aux dérivées partielles. Ajou- 
tons qu'elle se déduit immédiatement par élimination de n intégrales 
particulières de Téquation caractéristique, savoir, de celles qu'on 
obtient quand on prend successivement pour valeurs initiales de l'in- 
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connue de cette équation caractéristique chacune des quantités va- 
riables 

Telles sont les propositions principales que je vais établir dans la pré- 
sente Note. 

Analyse. 
Soit 

(l) F(X, 7, C, ...,/, BT, /?, <7, /•, . . . , s) =r O 

l'équation donnée aux dérivées partielles, dans laquelle on suppose 

et nommons 

les dérivées partielles de la fonction 

différentiéc successivement par rapport à chacune des quantités va- 
riables 

^1 y 9 ^t •••» '» ^9 P9 7» '% •••' ^' 

L'intégration de l'équation (i) pourra être réduite, soit à l'intégration 
des 2n — I équations différentielles comprises dans la formule 

dx _ dy _^dz _ dt digs 

P" ~ 7j ~ K '" S ~ Vp~^Qq~^\Kr^.,.^~s 

(2) { 

dp dq dr 

5 étant déterminé en fonction de 

Xy y y Zy ... « t, BJ, ^, ^, /*, ... 

par l'équation (1), soit à l'intégration de l'équation caractéristique 

i PD:e«-+-QDy«-hRD.«-+-...-hSD/8-h(P/? + Qûr+R/ -f-...-hS5)DcTH 

/ — (X-+-/>n)Dp«-(Y-h(7n)D^H~(Z-Hrn)Dra— ... = o. 
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Si, en particulier, on désigne par 

M, P, il', 

n fonctions déterminées de 

dont chacune, étant prise pour valeur de », vérifie l'équation (3), et 
par 

a, 6, y, . . . , 6 

n constantes arbitraires, il suffira, pour obtenir une intégrale de Té- 

quation (i), d'éliminer 

Pi Çy ^f • • 
entre les formules 

(4) a — u, 6 = c, y = MP', ..., 

pourvu toutefois que les valeurs de 

^f Pi Çf '•f • • • » 

tirées de ces formules, se réduisent, pour une valeur donnée t de la 
variable /, à des expressions de la forme 

Bj =1 î{Xj /, 5, . . . , a, 6, y, . . . , 6), 
p — DxH-^y j, 5, . . . , a, 6, y, . . . , d), 
q^^Dy f(x, 7, 5, . . . , a, 6, y, . . . , 0), 
/• = D- f(x, 7, ;;,..., a, 6, y, ... , ô), 



Or, pour que cette condition soit remplie, il suffit évidemment que les 
valeurs de 

«y» Py Çy 'S • • • > 

tirées des formules (4)» vérifient, pour / = t, les suivantes 

(5) p=LD^v3y q^DyXn, r=:D,CT, ...; 

et comme, en supposant qu'il en soit ainsi, les formules (4) fourni- 
ront, avec une valeur de xs propre à représenter une intégrale parti- 

OEumt deC S. I, t. VI. 55 
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ruiière de l'équation (i), les dérivées/?, ^r, r, ...de cette intégrale prises 
par rapport k x,y, z, ...^ nous devons conclure qu'en vertu des équa- 
tions (4) les conditions (5) seront vérifiées pour une valeur quelconque 
de /, si elles se vérifient pour la valeur particulière / = t. 

D'autre part, si l'on regarde les équations (4) comme propres à dé- 
terminer 

w. Pf 7> ^y • • • 

en fonction de 

on tirera de ces équations, différentiées par rapport à œ, 

Djrtt -\-hrjU DjcfS3-h\)pU Dxp-hBqii D^7-t-DrM D^r-f-. . . =0, 
Dxi^ -hDvt^ DjjCT-hDpi' Dxp-^-DçV D^q-^-Dr^ D^/ -♦-. .. — o, 
Djptr-i-DciïvDxW-H DpwDjpp-{-DqivDjcq -{- Dr^^'D^r-f-, . . =0, 



et, par suite, 

(6) D:,XS:=- 



S(±: DjçuDpvDçiX'..,) 
S(àzhaUÏ)pi^Uçiv,,.y 



chacune des sommes représentées à l'aide du signe S étant une fonc- 
tion alternée dont les divers termes se déduisent les uns des autres 
par un ou plusieurs échanges opérés entre les seules lettres 1/, r, *v, .... 
Comme d'ailleurs l'équation (6) devra continuer de subsister quand 
on échangera entre elles les lettres 

.r et y, p et q, u et ç, 

ou bien les suivantes 

.r et z, p et r, u et «% 

etc., il est clair que les conditions (5) pourront s'écrire comme il suit : 

__ S(± Da:M Dpi^DgW...) 

^^ S{dzl)„u]}pi>DgW,,y 

(7) { _ S(± DyT D yl/Dp»'...) 
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Désignons maintenant par 

A-, Jj, i, . • . ) M, ", ^ «*., 

les valeurs de a qui, étant propres à vérifier l'équation (3), se réduisent 
respectivement à 

J7, y, Zf . . . j BT, pf fjf /*, ...» 

pour / = T. Les intégrales des équations (2) seront de la forme 

$, yj, Cf .-.» w, ç, y, 4^, ... étant des constantes arbitraires propres k 
représenter les valeurs initiales de x, j, s, . . ., xa^ p^ q, r, . . .; et si, 
entre les seules équations 

(9) ? = "^-» m^'T, C = 3t, ..., (ù = il, 

on élimine /7, 7, r, . . ., on obtiendra une équation résultante 

(10) K = o, 

dont le premier membre K renfermera uniquement les quantités va- 
riables a-, j, 5, ...,/, cr avec les constantes arbitraires 

s» ^« s» .... 

Cela posé, pour savoir si l'équation (10) représentera ou non^ine inté- 
grale particulière de l'équation (i), il suffira, d'après ce qui a été dit 
ci-dessus, d'examiner si les formules (7) sont ou ne sont pas identi- 
quement vérifiées, lorsqu'on réduit les fonctions 

aux fonctions 

il suffira même d'examiner si, dans ce cas, les équations (7) deviennent 
ou non identiques pour une valeur particulière de /, par exemple pour 
la valeur / = t. Or c'est là en efl*et ce qui arrivera, comme on peut 
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s'en assurer en attribuant à t, non pas précisément la valeur / = t, pour 
laquelle les derniers membres de la formule (7) se présenteront sous 

la forme -y mais une valeur très voisine de t. Entrons à ce sujet dans 

quelques détails. 

Si Ton pose, pour abréger, 

,-,**nQi. Rn /PQR \,, 

n«— ^ Dx«-h ^ UyH-\- ^ D^HH-. ..-H(ôp4--^7-h^r-+-...-h5j Dct» 



\^pu Y + ^n^^ z + rn 
s ^^"'^'^ s 



'^i ÏJ pH — ^ ■^^qo "— ^ ■ ÏJ f9 — • • • } 



et 



-X' 



alors, en attribuant à la différence / — t un module assez petit pour 
que les séries demeurent convergentes, on aura 

a; =- x -h VuC 4- V* J7 -h . . . , 

i = 5 4- Vs H- V'5 -f- . . . , 



i2 — Gj -+- V© H- V*cj 4- . . . . 



D'ailleurs, si Ton considère la différence ^ — t comme une quantité 
très petite du premier ordre, on pourra en dire autant de l'intégrale 

qui se réduira sensiblement a 

— (/— T)a«, 

et les divers termes d'une série de la forme 

seront respectivement des quantités du premier, du second, du troi- 
sième, ... ordre. Cela posé, en se bornant à écrire, dans les développe- 
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ments de cX, ?T, 3t, . . ., û, les termes du premier ordre, on aura 



;\;: 


_x - 


-{t- 


-t) Qx -h. 




^■■ 


-y- 


-{t- 


-t)D/-i-. 




2b : 


— 2 - 


-{t- 


-T)n5 -+-. 




fi 


ST 


-{t- 


-t) Dbj-i- 


B • • 



ou, ce qui revient au même, 



e\. =j: — — {t — t) 



r^ = y 



s, = « 






— t) -f- 



• • » 



-ë('-T) + 



i2 =cr 



/P Q R 



')('-T 



Donc les formules (9) pourront s'écrire ainsi qu'il suit 



('!) 



Ç = -c— c (f — t) + ..., 



■n=y — 



h 



t) -h. .., 



5(^ 



Ç^« — ô'C — t) + --') 



/p Q R 



(«) 



r H-. . . 4-.Î ) (^ — t) H-... 



Or, en supposant les équations (4) réduites aux formules (i i), il suf- 
fira, pour obtenir Téquation (6), de tirer la valeur de D^^ct des for- 
mules (i i) différentiées par rapport à ce, en considérant 



w, p, 7, r 



j • • • > 



s 



et, par suite. 



P Q R 

s' s' s' 
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comme des fonctions explicites des seules variables j?, j» ;59 ...,/. Mais, 
dans ce cas, la première et la dernière des formules (ii) donneraient 

f DarGy = (^ — r) Dx(^/>-^-^94-^^-f-...-4-5j-h..., 
tandis que Ton tirera des autres 



(i3) 



Dxf^W... — O, D;p^g-j-4-...z::0, 



D'ailleurs, on conclura des formules (12) 

(.4) D^mr.,-^^- .p{— -'- -• 

Enfin, en réduisant t — z"^ zéro, on verra les formules (lu) et (i4) se 
réduire aux suivantes : 

(.6) D.Tn^--^'' - — /Px - • 

D'autre part, en considérant 

^> P% ^> ^» • • • > ^ 

comme fonctions de x^ y, 5, ..., /, on tirera de l'équation (i), difle- 
renliée par rapport à x, 

(17) PDa:/>-+- QDx9-+-RDx/ -t-...-4-SDx^=:o, 
ou, ce qui revient au même, 

(18) g Do:/? -h ^D«<7-|- g-Dx/--*-. ..-h Dx* = o; 
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et, en vertu de cette dernière formule jointe aux équations (i5), on 
aura, pour/ = t, 






P 

S 



Donc Téquation (i6) donnera simplement 

(19) Dj,nj=p. 

Donc, dans l'hypothèse admise, et pour/ = T, l'équation (6) se trou- 
vant réduite à la formule (19), la première des formules (7) se réduira 
elle-même à une équation identique 

P=p. 

La même remarque étant applicable à chacune des équations (7), il en 
résulte que l'équation (10) sera, comme nous l'avions annoncé, une 
intégrale particulière de l'équation (i). 

Il est bon d'observer que, de l'équation (i), jointe à la formule (2), 
on déduit immédiatement la suivante 

djc dy dz dt dm 



P Q R s ~Pyo-+-Q^-hRr-+-...+ S5 

(20) { 

dp dq dr ds 

dont les intégrales seront de la forme 

(21) 

a;, 3', 5&, .. ., Q, $, ^, ia, ..., s désignant des fonctions déterminées de 
.r, y, s, ...,/, X3, p, q,r, ..., 5, et les constantes arbitraires 

étant liées entre elles par l'équation 

(22) F(?, r),Ç, ...,T, w, 9, X, +»•••>«) = o- 

Si des équations (21) on élimine ^ et ç, à l'aide des équations (i) et 
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(22), on retrouvera : 1° les formules (8); 2^ une équation qui se dé- 
duira de ces mêmes formules. On peut donc aisément revenir des for- 
mules (21) aux formules (8), et, par conséquent, à Téquation (10). Il 
y a plus, pour obtenir cette dernière équation, il suffira toujours d'in- 
tégrer les équations différentielles comprises dans la formule (20), 
de manière que Ton ait, pour / = t, 

puis d'éliminer 

Pf Çy ^ ••, s, 9, X» '\'f •••» s 

entre les intégrales ainsi obtenues, jointes à l'équation (21). 

Puisque l'intégrale (10) renferme, avec la constante donnée t, 
n constantes arbitraires 

s» ^» î» • • •> ^» 

elle est, par rapport à l'équation (i), ce que Lagrange appelle une solu- 
tion complète. Pour déduire de cette solution complète l'intégrale géné- 
rale, il sufiira, comme on sait, de poser 

(a4) (k) = f(Ç,yî,C, ...), 

ce qui rendra K fonction des seules constantes arbitraires 

puis d'éliminer ces mêmes constantes, devenues variables, entre les 
équations 

(2.5) K=:o, D|K = o, DnK = o, DrK = o, 

Alors l'inconnue xs aura nécessairement, avec les variables indépen- 
dantes 

une relation qui dépendra de la forme de la fonction arbitraire repré- 
sentée par {{x, j, i, . . .). D'ailleurs, pour / = t, les formules (9) coïn- 
cideront avec les n premières d'entre les équations (23), c'est-à dire, 
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eu égard à la condition (a4)> avec les formules 

(26) ^ — ;, y — fif s--?, ..., cy=zf(f,Y),Ç, ...); 

et Féliminalion de ^, y), C« ••• entre ces dernières formules produira la 
suivante : 

(27) cyrzrf(.r, 7, 5, ...). 

Donc réquation (10) a cela de remarquable, que, de cette dernière 
équation, jointe à la formule (24), on tire précisément l'intégrale géné- 
rale présentée sous une forme telle que la valeur de l'inconnue car, 
fournie par cette intégrale, se réduit à la fonction f(,r, y, 5, ...), pour 
une valeur donnée t de la variable /. 

Appliquons maintenant les principes que nous venons d'établir à 
quelques exemples. 

Supposons d'abord l'équation (r) réduite à la suivante : 

( 28 ) pqrs — xyzt z= o. 

Alors, en multipliant tous les rapports qui composent les divers mem- 
bres de la formule (20) par le produit 

(29) pqrs — xyzt, 

on verra cette formule se réduire à 

p dx zzz q dy z:z r ds =z s dt z= ^(hs ^= X dp =z Y dq ^= z dr z:^ i cis ; 

puis on en conclura 

^ dp dx dq df dr dz ds dl 

p X q y r z s / 

par conséquent 



(3o) p = i ± = -L, : = i, f = i 

a:Ç y f\ z X, t r 



i 



-rdrs ^= éxdx^= - ydy ^=^zdz = -l dt; 
Œuvres de C. — S. I, I. VI. 56 
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par conséquent 

(3i) l(nT-a)):=.|(x«~$«)=J(j.«-ri«) = |(^«-f«) = 5(r.--^.). 

Enfin, en ayant égard à l'équation (22) ou, ce qui revient au même, à 
la formule 

(32) ?x+«=^?^Ct, 

on tirera de la formule (3i) 



(33) 



^^-^y^(x«-|«)(7»-n«)(c«-Ç«)(^«-r»). 



Or, il est facile de s'assurer que, dans le cas où l'on regarde $, yj, s, w 
comme désignant des constantes arbitraires, la formule (33) repré- 
sente une intégrale de l'équation (28) ou {29), Car on tire de cette for- 
mule, en la différentiant par rapport h x, y^ z ou /, après avoir pris 
les logarithmes des deux membres, 

A' = ~i — ci' ^ == nr ï» 

Gj — w x^ — 4* m — (t) y* — Y)' 

2 ' z a / 



r = -r f s — 



par conséquent 

Si maintenant on veut obtenir l'intégrale générale de l'équation ( 28), 
savoir, la valeur de xs qui se réduit pour ^ = t à une fonction donnée 

([x,y,z) des trois variables x, j, 5, il suffira de poser dans la for- 
mule (33) 

puis d'éliminer ^, y], 2^ devenues variables entre l'équation 



(34) 



j- nr <'(J'^>O y^(^.^.^«)(j..^^»)(;,«^^«)(,e„^«) 



EXTRAIT N° 162. 443 

et les trois dérivées de cette équation successivement difierentiée par 
rapport à chacune des trois quantités ^, y], ^. 
Si l'équation donnée, étant de la forme 

(35) pqr . . ,s^=^xyz, , .ty 

renfermait n variables indépendantes, alors, en opérant comme dans 
l'exemple précédent, on verrait l'équation (lo) se réduire à 



(36) 



[^(TiJ-^a))jV. (:«;«- ?«)(j'-r,»)(-'-C«)...(^«-T«). 



Si l'équation donnée était de la forme 

(3;) F(/>,7»^» ...,5)=:o, 

alors P, Q, R, ..., S seraient seulement fonctions à^ p, q,r s y et, 

de l'équation (20) réduite à 



dx 


dy dz 
Q R • 


dt dz 


P 


S P/>-+-Q7-hRr-f-...4-Ss 




dp dq dr 
000 


ds 
- . . . — — > 



on tirerait 








/^ — ?. 7 - X» 


/' _ vj/, . . . , .Ç — ç. 


/2Q\ ^ ^_ 


y fi z X, 


/ — r m — w 



R S ~"P/>-hQ^-+-Rr-h. .-hSs 

Alors aussi, pour obtenir l'équation (10), il suffirait d'éliminer />, q, 
r, ... entre les formules (38) jointes à l'équation (Sy). Ainsi, par 
exemple, si l'équation (37) se réduisait à 

(39) /?* 4-^*4- r*4-. . .4-5*^=1, 

l'équation (10) deviendrait 

(40) (GJ-(.>)«=(x~$)«+(7-t))«4-(5-C)«-h...4-(^-r)V 

Dans un autre article, je comparerai les résultats des deux méthodes 
d'intégration exposées, d'une part, dans cette Note, d'autre part, dans 
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le Bulletin de la Société phUomathiquè de 1819. Cette comparaison 
montre qu'il existe entre les fonctions 

»V-, zy, :t, ... 

et les fonctions 

$, ^, ^. ... 

des relations qui pourraient encore se déduire des principes établis 
dans un Mémoire de M. Jacobi, combinés avec les propositions que 
nous avons obtenues. 



163. 

Calcul intégral. — Addition aux deux Notes sur l'intégration 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

G. R., T. XIV, p. 881, i3 juin 1842. 

11 ne sera pas sans intérêt de comparer les résultats obtenus dans 
ces deux Notes avec ceux qu'ont trouvés MM. Jacobi et Binet, ainsi 
qu'avec ceux que j'avais trouvés moi-même dès l'année 1819, dans le 
Bulletin delà Société philomathique (janvier et février), 

Étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
à un nombre quelconque de variables indépendantes, on peut tou- 
jours déduire l'intégrale générale d'une quelconque des intégrales par- 
ticulières, que Lagrange appelle solutions complètes, et qui renferment 
autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables indépendantes. 
Par suite, on peut se proposer, ou de trouver directement l'intégrale 
générale, ou de trouver directement une solution complète quel- 
conque, ou enfin de trouver directement une certaine solution qui 
mérite d'être remarquée, et qui renferme seulement les constantes 
arbitraires propres a représenter les valeurs initiales correspondantes 
([ue l'on attribue aux variables indépendantes dans l'intégration du 
système d'équations différentielles substitué à l'équation proposée. Le 
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premier problème a été complètement résolu dans mon Mémoire de 
1819, le second dans une Note du 23 mai dernier; le troisième dans 
un Mémoire de M. Jacobi, que renferme le Tome III du Journal de 
M. Liouville; puis dans la Note présentée à TÂcadémie le 3 mai par 
M. Binet. La solution complète dont MM. Jacobi et Binet se sont spé- 
cialement occupés est aussi celle que, dans la séance du 3o mai, j'ai 
déduite de la méthode exposée dans la séance précédente, et caracté- 
risée par quelques propriétés importantes. Il y a plus, dès 1819, j'avais 
déjà constaté l'existence de cette solution complète dans les cas parti- 
culiers que j'avais choisis pour exemple, et j'avais donné, dans le Bul- 
letin cité, page 18, certaines formules à l'aide desquelles on peut 
établir généralement cette existence, comme l'a observé M. Jacobi. 
J'ajouterai que les formules dont il s'agit, ou plutôt celle qui en dérive, 
et que M. Binet a déduite du Calcul des variations, peuvent conduire 
elles-mêmes aux résultats que j'avais obtenus dans le Bulletin de la So- 
ciété pkilomathique. 

Analyse. 
Intégrer l'équation aux dérivées partielles 

(i) F(a?, 7, 5, .. .,r,cj, ^, 7, r, ...,5) =0, 

dans laquelle 

(2) p=zT}jcTn, qz^Dyjjs, r=zj)^w, ..., 5 = D/?ît, 

c'est trouver pour 

w> P9 Çi '•» • • • » s 

des fonctions de 

qui vérifient simultanément la formule (i) et l'équation 

( 3 ) dm ^=: p dx -\- q dy ^ r dz -\- . . . -k- s dt. 

Lorsque les n variables x, y, z, ,.., t restent indépendantes entre 
elles, l'équation (3) doit être vérifiée, quelles que soient leurs valeurs. 
Donc elle doit être vérifiée quand toutes ces valeurs, à l'exception d'une 
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seule, deviennent constantes, c'est-à-dire qu'alors l'équation (3) en- 
traine les formules (2). 

Supposons maintenant que les n — i variables 

deviennent fonctions de / et de constantes arbitraires. Les valeurs de 

'SJj p> V> ^y •••» *» 

qui vérifient les formules (i) et (3), pourront elles-mêmes être consi- 
dérées comme des fonctions de / et des constantes arbitraires dont il 
s'agit. Désignons, dans cette hypothèse, à l'aide de la caractéristique S, 
une diiîérentiation relative à une ou à plusieurs de ces constantes ar- 
bitraires, devenues variables, mais variant indépendamment de /. On 
tirera de l'équation (3) 

d Sis =z pd dx -}- g d dy -h . . . -h dx ip -h dy iq -h . . . -h dt is, 

ou, ce qui revient au même, 

d(Sïs —pdx — qdy — ...) ^^dxip -^ dy dg -h . . .-h dt is — dp Sx — dq Sy — 

Or cette dernière équation se réduira simplement à une équation diffé- 
rentielle linéaire de la forme 

(4) d{dt3 —pdx — q dy — r is ^ . . ,) = 0{ifsy — p Qx — q dy — r Sz — , , .) dt, 

si l'on choisit le facteur 0, de manière à vérifier la condition 

( (Op dt — dp) Sx -h {Bq dt ^ dq) iy -h (Or dt -- dr) Sr -h . ^ . — B dt Sm 

( -^ dx ip ->r dy Sq -\- dz Sr -^ . . . -\- dt Ss -=2 o. 

D'ailleurs, si l'on nomme 

A., Y, A, • • • , *■ j ''1, «^9 \Jt 1^9 * * * > î^ 

les dérivées partielles de la fonction 
prises par rapport aux quantités 

^9 y» ^9 •••! ^9 'ST, /?, ^, r, . . . , 5, 
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on tirera de l'équation (i), difîérentiée par rapport aux constantes arbi- 
traires, 

(6) Xdx-{-Ydy-^Zdz-^ . . .-^Udxa -hP dp -h Qig -^ Bir^ . . .-hS ds = o; 

et, par suite, pour vérifier Téquation (5), il suffira d'assujettir 

^f ^f y* ^f ••» ^y Pt ^f ''f •♦•> Sy 

considérées comme fonctions de /, à vérifier la condition 

Op de— dp _ Oqdt — dq _Ordt — dr _ __ —Odt 

X ~ Y ~ z "~n~ 

dx dy dz dt 

"■ P" ""lQ ~ K S^' 

Or on tire de la formule (7) 

(8) ^ O^-l 

puis de cette même formule, combinée avec l'équation (3), 

dx dy dz dt dm 



P ~ ~" K S ~ Py9-+-Q^-hRr + ...H-S5 

dp dg dr 

~-(X-h/>n)""-(Y-f-7n)"' -"(Z + rH) 

Pour passer immédiatement de la formule (7) à la formule (9), il suffît 
d'observer que des fractions égales entre elles sont encore égales à 
celle qu'on obtient quand on divise la somme des numérateurs de 
quelques-unes de ces fractions par la somme de leurs dénominateurs, 
et qu'on peut même, dans ces deux sommes, substituer aux deux 
termes de chaque fraction le produit de ces deux termes par un facteur 
arbitrairement choisi. 

Concevons à présent que, s étant éliminé de la formule (9) à l'aide 
de l'équation (i), on intègre les 2n — i équations différentielles que 
comprend la formule (9). Leurs intégrales générales renfermeront 
2/1 — 1 constantes arbitraires 

Ç, Y), Ç, ..., W, 9, X» +» •••' 
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qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des 
variables 

correspondantes à une valeur donnée t de la variable /; et ces inté- 
grales elles-mêmes pourront être présentées sous les formes 

(<o) l 

(*=?» t=X. ^ = 4^» 

les lettres 

a:, 5-, 3c, ..., Û, ^, ^, ^, ... 

désignant des fonctions déterminées de x, y^ s, .... /, ts^p, q,r 

qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se rédui- 
ront respectivement à 

pour la valeur t de /, en sorte qu'on aura, pour / = t, 

(Il) , 

Lorsque 

sont déterminés, en fonction de / et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et (lo), alors, en posant, pour abréger, 

(12) e=:e^^ 

et intégrant la formule (4) considérée comme une équation différen- 
tielle linéaire, on obtient, entre la valeur générale du polynôme 

et sa valeur initiale 

correspondante a / = t, une relation exprimée par la formule 

(i3) ox^ — p èx ^ q ày — r èz — , . . = 0(3(0 — 9 ô^ — ^^ât) — vpôÇ. . .). 



i 
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Jusqu'ici nous avons supposé que, dans les formules (lo), les con- 
stantes arbitraires 

^, rj, C, ...» w, ?, X, ^, ... 

restaient indépendantes les unes des autres. Supposons maintenant 
qu'elles se trouvent assujetties à vérifier certaines équations de con- 
dition 

(l4) . >=iO, fX=:0, V:=:0, 

dont les premiers membres 

A, ^, V, ... 

représentent des fonctions données de 

I, Yî, Ç, -.., 0), 9, X, 'j^, 

Si ces équations de condition sont telles que Ton ait 
la formule (i3) donnera généralement 

(16) dts^^pSa: -h YÔj H- rô^ H-. . .; 

en d'autres termes, pour que la différence 

ÔGJ — pdx — q dy — r oz — ... 

s'évanouisse, il suffira généralement que la différence 

se réduise à zéro. Observons d'ailleurs que, chacune des équations (i4) 
étant de la forme 

si l'on en élimine les constantes arbitraires à l'aide des formules (10), 
on obtiendra une autre équation de la forme 

/(5G, 7, 31^ . . . , 12, *, ^, ^, . . . ) = o, 

qui établira une relation entre les quantités variables 

^> y y ^y •••> ^> Pj </i '% •••• 
OFMvret de C. — S. I, l. VI. 07 
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Concevons à présent que les équations de condition, c'est-à-dire les 
formules (i4)» soient en nombre égal à n. Si Ton en élimine 

à l'aide des formules (lo), elles se transformeront en n autres équa- 
tions 

(17) -C^^ O) DK/z=zo, X r= o, ..., 

qui ne renfermeront plus que 

*r, y y z, . . . , ty CJ, Pj (]y r, . . . , 

et pourront servir à déterminer 

^> p^ <l% '*» ■ • 
en fonction de 

jc% y ^ z,^ * • • > *• 

Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de 

xsy p, fjy /•, . . . , 

ainsi obtenues, et la valeur correspondante de 5 tirée de Téquation (1) 
vérifieront la formule (3). 
Pour que les valeurs de 

•^î y^ ^i •••> ^» Pn 7» '*» •••» •*» 

tirées des formules (i) et (lo) et représentées par des fonctions déter- 
minées de 

deviennent propres à vérifier les équations (17), il suffit que, dans ces 
valeurs, les constantes arbitraires 

?i Tn, Ç, ..., o, 9, X» +• '••» 

cessant d*étre indépendantes les unes des autres et de la variable /, 
soient assujetties à vérifier les conditions (i4). Mais alors la valeur du 
polynôme 

dt3 — p dx — qdy — r dz — ... — sdty 



»«r. • 



. " •--• ■• 
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qui était nulle, en vertu de Féquation (3), se trouvera augmentée do la 
quantité 

le signe S indiquant une diflerentiation relative au systënie entier des 
constantes arbitraires. Donc, pour que l'équation (3) continue de sub- 
sister, il suffira que les équations de condition établies entre les con- 
stantes arbitraires, c'est-à-dire les équations (i4), entraînent la for- 
mule (i6), ou, ce qui revient au même, la formule (i5). Donc, si les 
constantes arbitraires 

sont assujetties à vérifier n équations qui entraînent la formule (i5), 
l'équation (i), considérée comme une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, sera intégrée, c'est-à-dire vérifiée, en même temps 
que l'équation (3), par les valeurs do 

GT, /?, y, /•, 

tirées des formules (17). 

En résumé, par la métbode précédente, l'intégration de l'équation 
diflerentielle 

dvs T=z p dx -\- q dy ~\- r dz -^- . . . -^ s dt^ 

dans laquelle les a/i 4- 1 variables 

•^j J. -» • • > ^ cj, ^, 9, /■, . . . , s 

sont liées entre elles par la formule (1), se trouve ramenée à l'intégra- 
tion de la seule équation différentielle 

qui ne renferme plus que a/i — i variables. D'ailleurs, en vertu de 
cette dernière équation, dont le second membre renferme les différen- 
tielles des seules variables 

0) ne peut être qu'une fonction de ces variables, et rien n'empêche de 
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supposer ces mêmes variables indépendantes. Or, dans cette supposi- 
tion, la formule (i5) donnera 

(i8) Dço) — 9, Dyico^x, lh(,}=z^\t, 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

f(;»v3,Ç, . ..) 

la valeur de co, f($,Y],^, ...) pourra être une fonction quelconque 
de 5, y], 2^, ..., et les formules (i8) donneront 



I 9 =Dçf(;, Y),Ç, . ..), 
('9) ';x=Dr.f(;,rî,Ç,...), 

^J; = DjJ f(^,Y),Ç, ...\ 



Ces dernières formules représenteront, en effet, les intégrales les plus 
générales possibles de Téquation différentielle 

ôw = 9 d; -h '/ ôtî -h ']/ 5î -h 

Si Ton y substitue les valeurs de 

£, Y3, Ç, ..., G), 9, X» '-P» ••• 

tirées des formules (lo), on obtiendra n autres équations 

.i^ ^n O, OIV = O, Dï, nz O, . . . , 

qui représenteront n intégrales de l'équation (3) jointes à la for- 
mule (i). Enfin, si entre ces n autres équations on élimine 

/?, «7, /•, ..., 
on obtiendra une équation définitive 

(20) m'=:0, 

qui renfermera seulement les variables 

JCp Vj 5, • • • » *» ^» 



7:.- ■ 



• r,. 



■ 



V^ ■.• - -" >■*•< -.• 



•vi- 
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Donc cette équation définitive sera une intégrale de la formule (i), 
considérée comme une équation aux dérivées partielles. Elle en sera 
même l'intégrale générale, puisque la relation établie par cette inté- 
grale entre les n variables indépendantes 

et rinconnue ts dépendra de la fonction 

c'est-à-dire d'une fonction arbitraire de /i — i variables indépendantes. 
Si l'on veut savoir à quoi se réduiront, pour i = z, les valeurs de 



BJ, Pt 



f\ 



tirées des formules 



41-0, 



DU —o, dZziz o, 



il suffira d'observer que, pour / = t, les formules (lo) se réduisent 
aux formules (i i), et que l'élimination des constantes arbitraires 

c, tj, Ç, . . . , w, 9, X, i{/, ... 

entre les formules (i i) et (19) fournit les équations 

p = Dxf(^, V, 5, ...), 

(21) < 7=I>rf(^,7,^,.-0, 

/• — D- f(ar,7,5, ...), 



Donc la valeur générale de xs, fournie par l'équation (20), sera préci- 
sément celle qui a la double propriété de vérifier, quel que soit /, 
l'équation (i) considérée comme une équation aux dérivées partielles, 
et. pour / = T, la condition 



(22) 



fn—f{x,yyZ, ...). 



Il est bon d'observer que, étant donnée la valeur initiale f(a:,j,5, ...) 
de l'inconnue gj, l'équation (2a), combinée avec les formules (2), 



;i , -■ 



"1 ^---fc,"- »-i 



k&k 
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entraînera» pour t = i, toutes I#s formules (21), desquelles on déduira 
immédiatement les formules (19), en substituant aux lettres 



les lettres 






cj, p, 7, r, 



Cl) 



. ?» X» +• 



La même substitution suffira pour déduire la formule (i5) de Téqua* 
tion (3) réduite, pour une valeur constante t de /, à la formule 

dz =r p dx -^ q dv -h rdz ~h . , . . 

Nous avons jusqu'à présent laissé la fonction {{x^y.s, ...), ou la 
valeur initiale de Tinconnue car, entièrement arbitraire. Si cette valeur 
initiale était réduite à une fonction entièrement déterminée de trr et 
de n constantes arbitraires a, 6, y, ..., l'équation (ao) représenterait, 
non plus l'intégrale générale, mais ce que Lagrangc appelle une soin- 
(ion complète de l'équation (1). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 

$> TQ» Ç» 

indépendantes l'une de l'autre, ce qui permet de passer de la for- 
mule (i5) aux équations (18), on pourrait réduire séparément à zéro 
chaque terme de l'équation (i5) en posant 



$1 =3 0, dyj = o, 



5:^0, 



00) rr: O, 



c'est-à-dire, en supposant 



^f fï, ç, 



0) 



indépendants des variables 



^9 Jf -'l 



h W, p, 7, /•, 



Donc les seules équations 



(23) 



.\.=:Ç, ^ = n, fc = Ç, 



a- 



03 



fourniront des valeurs de 



ET, p, q, /•, 



• \ 
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qui, étant exprimées on fonction de 



et de 



JT, J'y 5, . • . , t 
4> ''î» •»> • • "f ^f 



vérifieront simultanément les équations (t ) et (3), quand on continuera 
de considérer Ç, yj, ^, ..., co comme propres à représenter des con- 
' stantes arbitraires. Si, entre les formules (23), on élimine 



/>, ^» '•. 



on obtiendra une certaine équation 



(24) 



K = o 



très distincte de la formule (20), et qui représentera, non plus une 
solution complète quelconque de Téquation (i), mais la solution com- 
plète dont j'ai signalé diverses propriétés remarquables dans la séance 
du 3 mai. Cette solution complète sera encore celle dont l'existence a 
été constatée, dans mon Mémoire de 1819, pour les cas particuliers 
traités dans ce Mémoire, et pour tous les cas, dans les Mémoires de 
M. Jacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques lors- 
qu'aux divers rapports compris dans la formule (9) on joint le suivant 

du 



-(T^^n) 



qui équivaut lui-même à chacun des antres. Alors aux intégrales (lo) 
se joint une intégrale de la forme 

8 étant une fonction déterminée de ^, et ç une constante arbitraire liée 
avec les autres par la formule 

F(?, TQ>Ç, •••, mW, 9,x, ^, ...,ç) = o. 

Observons encore que l'on pourrait réduire à une constante donnée 
et non arbitraire, non plus la valeur particulière t de /, mais la valeur 
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particulière de Tune quelconque des autres variables indépendantes, 
ou même de Tinconnue a, ou bien encore d'une autre variable -liée à 

par une équation donnée. Dans ces diverses hypothèses, en opérant 
toujours de la même manière, on obtiendrait, au lieu de la formule ( 1 3), 
d'autres formules qui seraient toutes comprises, comme cas particu- 
liers, dans la suivante : 

( dm — pàx — q Sy — rdz — ... — s Si 

{ ■— 0(3r,) — tp â; — ^ôr) — ^ÔÇ — . . . — çâr). 

Dans Téquation (25), tout comme dans Téquation (i3), on peut sup- 
poser à volonté que le signe 8 indique des différentiations relatives, 
soit à tout le système des constantes arbitraires, soit à une partie de 
ce système. D'ailleurs» si, o), o, y, tj;, ... étant fonctions de $, y), î^, .... 
la formule (i3) se trouve une fois démontrée pour le cas où l'on fait 
varier une seule des quantités 

»9> •!> ^» • • • » 

elle se trouvera démontrée, par cela même, pour le cas où l'on fera 
varier toutes ces quantités simultanément. Cette simple observation 
suffit pour prouver que la formule (i3) est une conséquence immédiate 
des équations établies dans le Bulletin de la Société philomathique 
(année 1819, pages i3 et 18). 

La formule (4) avait été donnée par M. Pfaff. En intégrant celte for- 
mule, on obtient l'équation (i3), qui est digne de remarque, et qui se 
tire immédiatement, comme on vient de le voir, des formules com- 
prises dans mon Mémoire de 1819. La formule (i3) elle-même a été 
obtenue par M. Binet. Enfin, une formule analogue à l'équation (i3), 
et à laquelle on parvient, en posant, dans l'équation (21), 

savoir 

(26) VA- / . . . 
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a été donnée par M. Jacobi. Les principales différences qui existent 
entre l'analyse dont j'ai fait usage dans le Mémoire de 1819, et les 
calculs employés par MM. Jacobi et Binet, consistent : i^ en ce que je 
me suis servi de la formule (i3), en supposant successivement la carac- 
téristique 8 relative à chacune des constantes arbitraires Ç, y],^, ... 
pour établir l'équation (20), tandis que MM. Jacobi et Binet se sont 
servis, l'un de la formule (36), l'autre de la formule (i3), pour établir 
l'équation (24). Ajoutons que dans la Note de M. Binet, comme dans 
les calculs qui précèdent, les différentiations sont relatives au système 
entier des constantes arbitraires, tandis que dans mon Mémoire de 
1819 elles se rapportaient, pour chaque formule, à une seule des con- 
stantes arbitraires 

Enfin, dans mon Mémoire de 1819, les constantes arbitraires qui repré- 
sentent les valeurs initiales des diverses variables étaient, comme on 
vient encore de le faire, immédiatement introduites dans les calculs, 
et non substituées à d'autres constantes, comme dans les Mémoires 
des deux géomètres dont il s'agit. 



164. 

Calcul intégral. — Mémoire sur T intégration des équations simultanées 

aux déris^ées partielles, 

C. R., T. XIV, p. 894 (i3 juin r842). 

En augmentant le nombre des inconnues dans un système d'équa- 
tions différentielles, ou aux dérivées partielles, d'un ordre quelconque, 
on peut toujours ramener l'intégration de ce système à celle d'un autre 
système d'équations du premier ordre. On conçoit donc que le Calcul 
intégral aux différences partielles peut être réduit à l'intégration 

Œuvres de C, — S. I, t. VI. 58 
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d'équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. En 
cherchant les moyens d'effectuer cette dernière intégration, je suis 
parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque intérêt, 
et que je vais indiquer en peu de mots. 

On sait que l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque cette équation est linéaire par rapport à l'in- 
connue et à ses dérivées, ou même seulement par rapport aux dérivées 
de l'inconnue, peut se réduire à l'intégration d'un système d'équations 
différentielles. Je trouve qu'on peut en dire autant d'un système 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque ces équa- 
tions, étant linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, peuvent 
servir à exprimer des fonctions linéaires semblables des dérivées de la 
première, de la seconde, de la troisième, etc. inconnue, à l'aide des 
diverses inconnues et des variables indépendantes. D'ailleurs, dans 
chaq-ue fonction linéaire, le coefficient de chaque dérivée peut être une 
fonction quelconque de toutes les variables. 

Lorsque des équations simultanées aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre ne sont pas linéaires, on peut toujours ramener leur inté- 
gration à celle d'un système d'équations auxiliaires aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, qui soient linéaires au moins par rapport aux 
dérivées des inconnues, et qui offrent pour variables indépendantes 
toutes les variables comprises dans les équations données. Les équa- 
tions auxiliaires étant intégrées, l'intégration des équations données 
sera réduite à celle d'un système d'équations différentielles. 

Enfin on sait que l'intégrale générale d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre peut se déduire immédiatement d'une in- 
tégrale particulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu'il 
y a de variables indépendantes. On peut démontrer pareillement que 
les intégrales générales d'un système d'équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre peuvent se déduire immédiatement d*un sys- 
tème d'intégrales particulières dont chacune renferme autant de con- 
stantes arbitraires qu'il y a de variables indépendantes, chacune des 
constantes étant renfermée dans une seule de ces équations. Dans un 
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prochain article, je développerai les diverses propositions que je viens 
d'énoncer. 



165. 

Calcul intégral. — Remarques diçerses sur Vintégration des équations 

aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. 952 (ao juin i84a ). 

Dans la séance précédente, j'ai rappelé la méthode dont je m'étais 
servi en 1819 [Bulletin de la Société philomathique) pour intégrer com- 
plètement les équations aux dérivées partielles du premier ordre, quel 
que fût d'ailleurs le nombre des variables indépendantes, et j'ai com- 
paré cette méthode à celles qui ont été données depuis cette époque 
par M. Jacobi et par M. Binet. Il m'a semblé utile d'examiner s'il ne 
serait pas possible d'appliquer à ces mêmes équations la méthode dont 
Lagrange et Charpit ont fait usage, de manière à lever les difficultés 
que cette application semblait présenter au premier abord. Tel est 
l'objet de la présente Note. En approfondissant le sujet, je suis par- 
venu, non seulement à faire disparaître les difficultés dont il s'agit, 
mais encore a déduire de mon analyse quelques propositions nou- 
velles, et en particulier la suivante. 

Supposons que l'équation donnée renferme, avec les variables indé- 
pendantes 

dont l'une / peut représenter le temps, une inconnue cr, et ses déri- 
vées partielles du premier ordre 

p, q, r, . . . , s 

relatives aux diverses variables indépendantes. Si les équations diffé- 
rentielles, que l'on substitue à cette équation aux dérivées partielles, 
sont intégrées, et si le système de leurs intégrales générales est décom- 
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posé en deux autres systèmes qui offrent respectivement : i^ les va- 
leurs initiales de ^, j, 5, ...; 2° les valeurs initiales des dérivées />, y. 
r, . . . , et de Tinconnue u, exprimées en fonction de 

w, y y s, . . . t t> ET, py ç, r, ' • • j 

on obtiendra une solution complète de l'équation aux dérivées par- 
tielles, non seulement en supposant les valeurs des dérivées />, y, 
r, . . . déterminées en fonction de ^r, j, 5, . . . , /, cr par le premier sys- 
tème d'intégrales générales, mais encore en supposant, avant cette 
détermination, une ou plusieurs intégrales du premier système rem- 
placées par une ou plusieurs intégrales correspondantes du second 
système, savoir, l'intégrale qui renferme la valeur initiale de a:, par 
l'intégrale qui renferme la valeur initiale de la dérivée relative à x; 
l'intégrale qui renferme la valeur initiale de j, par l'intégrale qui ren- 
ferme la valeur initiale de la dérivée relative à /, etc. D'ailleurs, les 
valeurs p, q, r, ... étant une fois déterminées en fonction de a:, j, 
:?, ..., /, a, on pourra, dans tous les cas, en déduire celle de s, à l'aide 
de l'équation donnée, puis celle de a, en intégrant la formule 

dm ^pdx -\- q dy -^ rdz -{-... -\- s dt. 



166. 

Calcul intégral. — Mémoire sur les équations linéaires simultanées 

aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. 953 (20 juin 1842). 

Suivant une remarque énoncée dans mon dernier Mémoire» et plus 
anciennement dans un article de M. Jacobi que renferme le deuxième 
Volume un Journal de Crelle, on peut toujours intégrer des équations 
linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque 
ces équations fournissent les valeurs de fonctions linéaires semblables 
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des dérivées des diverses inconnues. Dans ce nouveau Mémoire, je 
considère le cas général où des équations linéaires simultanées ne 
satisfont plus à la condition que je viens de rappeler, et je prouve 
qu'alors même on peut souvent réduire leur intégration à celle d'un 
système d'équations diOerentielles. J'indique les conditions qui doi- 
vent être remplies pour que cette réduction soit possible, et des trans- 
formations remarquables que peuvent subir les équations données, 
dans le cas où quelques-unes seulement de ces conditions se vérifient. 
Enfin je montre comment les principes établis dans ce nouveau Mé- 
moire peuvent être étendus et appliqués à l'intégration d'équations 
non linéaires. 



167. 

Calci'L intégral. — Mémoire sur un théorème fondamental, 

dans le Calcul intégral. 

C. R., T. XIV, p. I02O (27 juin 1842). 

Dans la théorie des équations, les géomètres ont avec raison consi- 
déré comme fondamentale la question de savoir si toute équation a une 
racine. Pareillement, dans le Calcul intégral, une des questions les 
plus importantes, une question fondamentale, consiste évidemment à 
savoir si toute équation différentielle ou aux dérivées partielles peut 
être intégrée, et si un système de semblables équations peut l'être 
pareillement. Or, ce qui a droit de nous surprendre au premier abord, 
c'est que, malgré les nombreux travaux des géomètres sur le Calcul 
intégral, cette question si importante ne se trouve nulle part résolue 
dans toute sa généralité. A la vérité, l'existence des intégrales géné- 
rales des équations différentielles, qui renferment une seule variable 
indépendante, se trouve maintenant établie par deux méthodes diverses 
que j'ai données, la première dans mes Leçons à l'École Polytechnique, 
la seconde dans un Mémoire lithographie de i835. A la vérité encore. 
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l'existence des intégrales générales des équations aux dérivées par- 
tielles se trouve établie dans certains cas où Ton parvient à intégrer 
ces équations, par exemple lorsqu'elles se réduisent, soit à une seule 
équation du premier ordre, soit à des équations linéaires dans les- 
quelles les coefficients des inconnues et de leurs dérivées demeurent 
constants. Mais un système quelconque d'équations différentielles ou 
aux dérivées partielles admet-il toujours un système correspondant 
d'intégrales générales? Tel est le problème dont la solution m'a paru 
digne de l'attention des géomètres. Cette solution repose sur des consi- 
dérations que je vais indiquer en quelques mots. 

Depuis longtemps les géomètres, en supposant, sans le démontrer, 
que toute équation différentielle ou aux dérivées partielles admet une 
intégrale générale, ont regardé la formule de Taylor comme un moyen 
de développer cette intégrale en une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes et entières d'un accroissement i attribué à une 
variable indépendante /, qui peut être censée représenter le temps. 
D'ailleurs, à l'aide d'un théorème général que j'ai donné en i83i, et 
qui est relatif au développement des fonctions, on peut s'assurer que, 
dans le cas où la série obtenue est convergente, la somme de cette 
série vérifie, comme intégrale, l'équation différentielle ou aux dérivées 
partielles, au moins pour des valeurs numériques ou pour des modules 
de l'accroissement i qui ne dépassent pas une limite fixe. Il y a plus, la 
même remarque est applicable aux sommes des séries que l'on obtient, 
lorsqu'en admettant l'existence des intégrales générales d'un système 
d'équations différentielles ou aux dérivées partielles, on cherche à 
développer ces intégrales par la formule de Taylor. Mais, dans tous les 
cas, il restait à démontrer que les séries obtenues étaient convergentes, 
du moins pour des modules de i suffisamment petits. Or ce but peut 
être atteint à l'aide d'un- théorème fondamental qui détermine, non 
seulement une limite en deçà de laquelle le module de i peut varier 
arbitrairement sans que les séries obtenues cessent d'être convergentes, 
mais encore une limite de l'erreur que l'on commet en arrêtant chaque 
développement après un certain nombre de termes. La démonstration 
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de ce théorème fondamental repose, comme on le verra ci-après, sur 
les principes- du nouveau calcul que j'ai nommé calcul des limites, et 
sur un artifice d'analyse qui peut recevoir de nombreuses et utiles 
applications. 

AïCALYSB. 

Sur les modules des /onctions et sur les limites de ces modules. 

Considérons d'abord une seule fonction 

de diverses variables 

attribuons à ces variables des accroissements imaginaires 

dont les modules; représentés par 

Xf jf Z) • • • ) *-> 

soient tellement choisis que, pour ces mêmes modules, ou pour des 
modules plus petits, l'expression 

reste fonction continue des arguments et des modules des accroisse- 
ments imaginaires 

enfin soit 

(i) ti=A/(j:-hx, 7-f-7,5-+-x;, ..., t-h}) 

le plus grand des modules que puisse acquérir l'expression 

quand on y fait varier les arguments des accroissements imaginaires 

X f y y z y •••> *> 

en laissant leurs modules invariables. On aura, d'après les principes 
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du calcul des limites, non seulement 

mod/(cr, /, -2, ..,yt)<ty 
mais encore 

(2) modDiD^ . . . D?/(^, ^, 5, . . . , < N ^i^J ^n ^ 

la valeur de N étant 

Ni=(i.a.../)(i.2...m)...(i.2.../i). 

D'autre part, si la fonction u =/{x,y, s, .... /) devient réciproque- 
ment proportionnelle à chacune des variables 

c'est-k-dire si Ton pose 

u zzz f{Xy y^Zy , . ,y t) :=z G X-^ ^^ Z~^ . . ./"*, 

a désignant une quantité constante, on en conclura . 

et, si dans le second membre de la formule (3) on remplace 

j", y y z, . . . ï u 

par 

X, y, z, • • • ) t-, 

on retrouvera évidemment le second membre de la formule {2). En 
conséquence, on peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Concevons que y dans une fonction donnée de diverses 
variables 

^JTf y y Zy • • • } *, 

on attribue à ces variables des accroissements imaginaires dont les modules 

A, J y Miy ...f l 

soient tels que, pour ces modules et pour des modules plus petits, la fonction 
reste continue par rapport aux arguments et aux modules des accroisse- 
ments imaginaires dont il s'agit. Soit d'ailleurs t le plus grand des modules 
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de la fonction qui correspondent aux modules 

des accroissements. Si, avant de /aire croître les variables 

on différentie une ou plusieurs fois la fonction donnée par rapport à une 
ou à plusieurs de ces variables, on obtiendra une dèris'èe d'un certain ordre ; 
et, pour trouver une limite supérieure au module de cette dérivée, il suffira : 
I** de réduire la fonction donnée à un produit de la forme 

2** de calculer, pour ce cas particulier, la valeur de la dérivée, et dy rem- 
placer le produit u = ax^^ v~* 5~*. . . /"* par t, ou, ce qui revient au même, 
la constante a par le produit txyz, . . /, puis les variables 

par les modules 

^j y> ^> • • • > ' ) 

pris chacun avec le signe — . 

La proposition que nous venons d'établir entraine immédiatement le 
théorème fondamental dont voici Ténoncé : 

Théorème II. — Soient 

(4) ïo, Ii«, lî«*, ... 

les divers termes d'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d'une certaine variable i; et concevons que, dans cette série, les coefficients 

Io> Il> Ij7 . . . 

se réduisent à des polynômes composés de termes dont chacun soit le pro- 
duit d'un nombre constant ou plus généralement d'une constante positive 
par les dérivées de divers ordres de diverses fonctions 

II, «', «', ..., 

OEwrts de C. — S. I, t. VI. Sq 
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nu même par des puissances de ces dérivées. Soient d* ailleurs 

les variables qui entrent dans les fonctions w, ç», tv, ... ; soient encore 

^> y> *> • • • » *■ 

les modules d* accroissements imaginaires attribués à ces variables, et telle- 
ment choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, les 
fonctions y modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par 
rapport aux arguments et aux modules des ax^croissements dont il s agit. 
Enfin soient 



t, v', v". 



les plus grands modules des fonctions u, v^ w^ , . . correspondants aux mo- 
dules X, y, z, . . . des accroissements imaginaires des variables. Pour obtenir 
des quantités positives 

-'^o» -^1» '"^l» 

respectivement supérieures aux modules des coefficients 

M? M> M> • • • > 

il suffira de calculer ces coefficients dans le cas particulier où chacune des 
fonctions u, v, w, ... devient le rapport d'un facteur constant 

a, ou a', ou a", 
au produit des variables quelle renferme, puis d'attribuer aux v^ariables 

^A- y fi ^ i * * * 1 ' 



ci aux constantes 



a, a', a", . . . 



les valeurs déterminées par le système des formules 

i^r — —\, j = — y, Z— — Z t — —i, 

Corollaire /. — Nommons i le module de i. Si la série 
(6) \, ^\i, \i\ ... 

est convergente, on pourra en dire autant à plus forte raison de la 
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série (4)« Soient, dans cette hypothèse, 

(7) S = la 4- 1,1 -h 1,1*4-... 

et 

(8) 5— \4-'5,t4-'5,t'4-.... 

Si, pour calculer les sommes S et S, on arrête les deux séries après un 
même nombre de termes, le reste de la série (4) offrira évidemment 
un module inférieur au reste correspondant de la série (6). D^ailleurs, 
si la somme s peut être présentée sous une forme finie, elle pourra 
évidemment se déduire d'une valeur particulière de la somme S, par 
l'artifice de calcul qui sert à transformer !„ en ;)„, et par la substitu- 
tion du module t à la variable 1. 

Corollaire II. — Les valeurs des inconnues qui doivent vérifier des 
équations différentielles ou aux dérivées partielles se développent, par 
la formule de Taylor ou de Maclaurin, en séries précisément sem- 
blables à la série (4). Donc les principes que nous venons d'établir 
s'appliquent à l'intégration de ces équations par séries, et, pour dé- 
montrer l'existence de leurs intégrales générales dans tous les cas, il 
suffit d'intégrer ces équations dans le cas particulier où chacune des 
fonctions qui forment leurs seconds membres devient réciproquement 
proportionnelle aux quantités variables dont elle dépend. C'est ce que 
nous expliquerons plus en détail dans les prochaines séances. 



168. 

* 

ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Note sur Certaines solutions complètes d^une 
équation aux déris^ées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. 1026(27 juin 1842). • 

Soit donnée, entre n variables indépendantes 

Xy y y Zy • • • > * 
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et Tinconnue xs, l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 

dans laquelle on a 

Si les équations ditrérentielles, que Ton substitue à cette équation aux 
dérivées partielles, sont intégrées de manière que, pour / = t, on ait 



les intégrales obtenues pourront être présentées sous la forme 

9?z=:9, ^-y, <^=:^, 

Al, 5, ji, . . ., û, <Jt\ ^, a, ... désignant des fonctions de 
qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires 

ç, Y), Ç, ..., w, 9, X, i}/, ...; 

et si, en supposant que ces constantes arbitraires deviennent variables, 
on désigne, avec M. Binet, par la caractéristique S une différentiation 
relative à leur système, on pourra, comme j'en ai fait la remarque (*), 
ramener l'intégration de Téquation (i), ou, ce qui revient au même, 
l'intégration de l'équation différentielle 

( 3 ) dw =z p djc ~h q dy -h r dz -^ . , . -h s dl, 

dans laquelle les 2n -+- 1 variables 

Xf J'y Zy . . . , t, HT, Pj <7, /*, . . . , s 

sont liées entre elles par la formule (i), à l'intégration de l'équation 
différentielle 

(4) 00) = 9 3^ -h X ^^ ■+■ '-P ^î ^" • • • » 

(») OEiuTcs de Cauc/ij-, S. I, T. VI, p. {Si. Extrait n* 1G3. 
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qui ne renferme plus que in — i variables 

5, Y), Ç, ..., Ck>, o, X» 'I» 

Or on vérifie évidemment l'équation (4) en supposant constantes, ou 
les quantités 

(5) f, Yî, Ç, ..., w, 

OU les quantités 

(6) 9, X» '^» •••» w — çÇ — xT^ — +? — •••; 

ou bien encore en supposant constantes Tune des deux quantités ^, ^, 
avec Tune des deux quantités y], y, avec Tune des deux quantités JI, 
'|, ..., en même temps que l'expression à laquelle se réduit le po- 
lynôme 

W — ?? — XT^ — ^'î — • • • 

lorsque, parmi les termes négatifs. 

on conserve seulement ceux dans lesquels les premiers facteurs sont 
considérés comme constants. Cette simple observation fournit immé- 
diatement, et sans aucune intégration nouvelle, les diverses solutions 
complètes dont j'ai parlé dans la Note que renferme le Compte rendu 
de la dernière séance. Ainsi, en particulier, il on résulte que l'on 
obtiendra une solution complète en supposant les valeurs de l'incon- 
nue tj et de ses dérivées/?, qr, r, . . . déterminées, soit par le système dos 
équations (i), soit par le système des suivantes 

Q, y, '^, . . ., u désignant des constantes arbitraires. Plus généralement, 
on obtiendra une solution complète, si l'on suppose los valeurs do tj, 
/>, y, r, ... déterminées par l'une des équations 
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jointe à l'une des équations 

puis à Tune dos équations 

et enfin à Tequation 

ii _ (jf (A: - 5) - ^^(JJ' — Y)) - ^( t- — Ç). . • - consi., 
et si dans ces diverses équations on considère chacune des lettres 

ç» TO, ç, ..., 9, X» +» ••• 
comme représentant une constante arbitraire. 
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